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АННОТАЦИЯ

ВВЕДЕНИЕ

МЕТОД РЕШЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ БОЛЬЦМАНА 

Сравнительно новый метод решеточных 
уравнений Больцмана (LBE) представляет 
собой дискретную модель сплошной среды. 
В настоящее время метод LBE вполне может 
конкурировать с традиционными методами 
вычислительной гидродинамики, а в неко-
торых областях (многофазные и многоком-
понентные течения) он имеет значительные 
преимущества. При моделировании фазовых 
переходов метод LBE представляет собой ме-

тод сквозного счета границ раздела фаз. Ал-
горитм LBE хорошо распараллеливается на 
большое количество потоковых процессоров 
в современных графических картах (Graphics 
Processing Unit, GPU). Приведены примеры 
трехмерного моделирования спинодальной 
декомпозиции, разрыва тонких пленок жид-
кости за счет термокапиллярного эффекта и 
разрушения тонкостенного жидкого пузыря. 
Ускорение расчетов достигает 70-90 раз. 

В настоящее время широко применяется ком-
пьютерное моделирование течений среды мето-
дом решеточных уравнений Больцмана – Lattice 
Boltzmann Equation (LBE). Метод LBE широко 
используется для компьютерного моделирова-
ния течений жидкости, включая многофазные и 
многокомпонентные [1-4].

Решеточные методы представляют собой 
сравнительно новый класс методов, исполь-
зующих мезоскопический подход к описанию 
вещества. Метод LBE представляет собой дис-
кретную модель сплошной среды. При этом 

метод решеточных уравнений Больцмана бо-
лее перспективен, чем обычные конечно-раз-
ностные методы, так как более адекватен при-
роде вещества. В настоящее время метод LBE 
вполне может конкурировать с традиционными 
методами вычислительной гидродинамики, а 
в некоторых областях (многофазные и много-
компонентные течения) он имеет значительные 
преимущества. До настоящего времени парал-
лельные вычисления на одной или нескольких 
видеокартах применялись только для простых 
вариантов метода LBE без фазовых переходов. 

В отличие от классических методов расчета 
течений жидкости путем решения уравнений 
Навье – Стокса метод решеточных уравнений 
Больцмана рассматривает течение как движе-
ние ансамбля псевдо-частиц, имеющих неко-

торую функцию распределения по дискретным 
скоростям. 

Основная идея, предложенная в [5], заклю-
чается в том, что в кинетическом уравнении 
Больцмана для описания гидро-газодинамики 
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достаточно использовать дискретный конечный 
набор скоростей частиц kc . Кроме того, в мето-
де LBE скорости kc  выбираются таким образом, 
чтобы за шаг по времени t  частицы перелета-
ли в соседние узлы регулярной пространствен-
ной решетки, вектора которой удовлетворяют 
условию tkk  ce  [1,2]. Для трехмерной де-
вятнадцатискоростной модели D3Q19 [6] воз-
можный набор векторов скорости ( bk ,...,1,0 , 
b  = 18) показан на рис.1. 
В методе LBE в качестве переменных ис-

пользуются одночастичные функции распре-
деления ),( tNk x  для всего конечного набора 
скоростей частиц kc . 

 

Для реализации алгоритма вычислений нами 
использовано расщепление метода LBE по фи-
зическим процессам. 

Уравнения переноса для функций распреде-
ления kN  вдоль характеристик (которые явля-
ются прямыми для уравнения Больцмана) на 
дискретной решетке имеют вид 

),(),(~ tttNtN kkk  cxx  .   (1)
Гидродинамические переменные: плотность 

жидкости ρ и скорость u в узле вычисляются в 
соответствие с формулами 
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Для изотермических вариантов LBE-моделей 
жидкости используется разложение равновес-

ных функций распределения Максвелла – Боль-
цмана в ряд по скорости u до второго порядка [7]

.
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Вектора kc  и коэффициенты kw  зависят от 

конкретной решетки. Для трехмерной девят-
надцатискоростной модели D3Q19 допусти-
мы 3 значения модуля скорости 0kc , th /  и  

th /2 . Весовые коэффициенты равны 3/10 w , 
18/161w   и 36/1187w . Здесь   – нормирован-

ная кинетическая температура псевдо-частиц. 
Для трехмерной изотермической модели LBE 
D3Q19 она равна 3/)/( 2th  , где h  – шаг ре-
шетки. 

Кроме того, на каждом шаге по времени 
происходит изменение функций распределе-
ния за счет оператора столкновений и дей-
ствия сил 

kkkk NtNtNtN ~)),(~(),(~),(  xxx  .   (5)
Здесь k  – оператор столкновений, kN~  – 

изменение функций распределения за счет дей-
ствия объемных сил (внутренних и внешних). 
Обычно используется оператор столкновений в 
виде BGK (Bhatnagar – Gross – Krook [8]) при-
ближения: 

k   kN
~  /)),(~),(( tNN k

eq
kk xu ,    (6)

которое представляет собой просто релакса-
цию к локальному равновесию. 

Безразмерное время релаксации   определяет 
кинематическую вязкость t )2/1( . Изме-
няя в определенных пределах параметр  1/2 
можно изменять вязкость жидкости. 

Для учета действия объемных сил в методе 
LBE нами предложен метод точной разности 
[9-12] 

),(),(),( uuux eq
k

eq
kk NNtN  ,  (7)

где изменение скорости за шаг по времени 
определяется полной силой F, действующей на 
вещество в узле,

/t Fuuu  .    (8)
В случае действия объемных сил для вычис-

ления физической скорости *u  следует исполь-
зовать выражение, определенное на половине 
шага по времени [13] 

2/
1

tN
b

k kk  
 Fcu  .

Обоснованием метода LBE можно считать 
тот факт, что во втором порядке разложения 
Чепмена – Энскога из уравнений LBE получа-
ются макроскопические уравнения гидродина-
мики, то есть известные уравнения неразрыв-
ности и Навье – Стокса.

Рис.1    Возможные вектора скорости ча-
      стиц в методе решеточных урав-
    нений Больцмана для трехмер-
    ной  девятнадцатискоростной 
        модели D3Q19. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ
Компьютерное моделирование фазовых 

переходов методом LBE представляет собой 
метод сквозного счета границ раздела фаз, в 
том числе и вновь возникающих в объеме ве-
щества [14-16]. В этом случае вместо разры-
ва плотности моделируется тонкий переход-
ной слой жидкость–пар, в котором плотность 
изменяется плавно на размерах нескольких 
узлов решетки (аналогично методам сквоз-
ного счета ударных волн в газодинамике). 
При этом заметно упрощается логика ком-
пьютерных программ, так как жидкая и газо-
образная фазы описываются единообразно. 
Кроме того, отпадает необходимость в слож-
ных граничных условиях на поверхностях 
раздела фаз. 

Для этого в [14] было предложено ввести 
силы притяжения, действующие на вещество 
в узле со стороны соседних узлов. При этом, 
силы между узлами обеспечивают наличие по-
верхностного натяжения на границе раздела 
фаз жидкость-пар. 

В рамках изотермической модели в [15] было 
предложено вместо сил притяжения между уз-
лами использовать значение полной силы F, 
действующей на вещество в каждом узле. Для 
этого было введено понятие псевдопотенциала 

)()( PU  . 
В [16] для описания уравнения состояния 

произвольного вида ),( TP   сила, действующая 
на вещество в узле, и псевдопотенциал были за-
писаны в форме 

UF  ,      (9)
где 

),( TPU .               (10)
В [17-19] нами предложено для модели [16] 

ввести новую функцию 
U  .          (11)

Тогда выражение для силы (9) можно пере-
писать в эквивалентном виде 

 2)1()( 2 AAF  ,             (12)
где A  – свободный параметр. 
Конечно-разностная формула для уравнения 

(12), обеспечивающая достаточную изотроп-
ность для трехмерной модели D3Q19 [17-19], 
записанная в векторной форме, имеет вид 

 

k
kk

k
G
GA

h
eexxxF )()()21(1)(

0
 

k
kk

k
G
G

A eex )(2
0

.  

 

               (13)

Здесь 0kG  – коэффициенты, которые различ-
ны для основных и диагональных направлений 
решетки. Коэффициенты 041 GG   соответствуют 
основным направлениям решетки. Значения ко-
эффициентов для диагональных направлений kG , 
обеспечивающие изотропность пространства, рав-
ны 2/0G , а 3  для трехмерной модели D3Q19. 

Использовалось уравнение состояния Ван-
дер- Вальса, которое в приведенных перемен-
ных кр/~ PPP , кр/~  и кр/~ TTT  , имеет вид 

2~3~3

~~8~ 








TP  
.     (14)

Здесь Pкр, ρкр и Ткр – значения давления, плот-
ности и температуры в критической точке. 

Аппроксимация (13) значительно улучша-
ет результаты при LBE моделировании. При 

152.0A  отклонение кривой сосуществования 
фаз для уравнения состояния Ван-дер-Ваальса 
от теоретической меньше чем 0.2% в диапазоне 
температур от критической до 4.0~

T  [17]. 
Хорошая изотропность аппроксимации (13) 

обеспечивает правильные значения поверх-
ностного натяжения на границе раздела фаз и 
круглую форму капель жидкости в газе и паро-
вых пузырей в жидкости в стационарном слу-
чае. При этом выполняется закон Лапласа для 
скачка давления на кривой поверхности











21

11
RR

P   , 

где 1R  и 2R  – главные радиусы кривизны по-
верхности. Величина поверхностного натяжения 
σ зависит от уравнения состояния флюида [20].

В [10,17,19] было показано, что при моделиро-
вании фазовых переходов в методе LBE для учета 
действия сил следует использовать метод точной 
разности (7). Результаты, полученные другими из-
вестными методами учета действия сил, гораздо 
хуже и, более того, зависят от времени релаксации 
τ, что противоречит физическому смыслу. 

ЧИСЛЕННАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ АЛГОРИТМА
В работе [12] было показано, что крите-

рием устойчивости жидкой фазы является 
условие 1547.1~1~~

крcc , где безразмер-

ная скорость звука htcc s /~  (гидродина-
мическое число Куранта, возникающее для 
явных конечно-разностных схем уравнений 
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газодинамики). Здесь Ts Pc )/(   – ско-
рость звука для изотермических вариантов 
метода LBE, определяемая УС. Число Ку-
ранта записывается в виде  TPkc )~/~(~ , 
где безразмерный параметр кр

2
кр /)/( htPk    

определяется характеристиками вещества и 
величиной шагов по времени и координате. 
Как обычно, для устойчивости численных 
расчетов необходимо относительно малое 
отношение ht /  [12].

МЕТОД РАСЩЕПЛЕНИЯ АЛГОРИТМА LBE

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ НА ГРАФИЧЕСКИХ УСКОРИТЕЛЯХ

Алгоритм метода LBE с фазовыми перехода-
ми состоит из нескольких шагов, выполняемых 
последовательно (метод Яненко – расщепление 
по физическим процессам): 
1. Перенос значений функций распределения 

вдоль характеристик (1). 
2. Вычисление новых значений плотности   

по (2) и значений функции ρ, используя 
(10), (11) и уравнение состояния. 

3. Вычисление полной силы взаимодействия 
(13), действующей на узел (то есть, значе-
ния градиента псевдопотенциала). 

4. Вычисление значений скорости в узле до 

(3) и после действия сил (8). Вычисление 
соответствующих равновесных функций 
распределения (4). 

5. Изменение функций распределения в узлах 
(5) за счет действия оператора столкнове-
ний (6) и за счет действия сил, используя 
метод точной разности (7).

Очевидно, что алгоритм LBE включает в себя 
вычисления преимущественно в локальном 
узле расчетной сетки, за исключением переноса 
частиц и расчета сил взаимодействия между уз-
лами, что позволяет его эффективно распарал-
лелить на большое количество ядер GPU. 

Графические процессоры на видеокартах –  
Graphics Processing Unit (GPU) имеют возмож-
ность параллельных вычислений на большом 
количестве ядер. Впервые GPU были использо-
ваны для моделирования методом LBE в работе 
[21]. Однако до настоящего времени параллель-
ные вычисления на одной или нескольких видео-
картах применялись только для простых вариан-
тов метода LBE без фазовых переходов [21-24]. 

В данной работе параллельные расчеты вы-
полнялись на графическом ускорителе GTX-
580, имеющем 512 потоковых процессоров 
(ядер). Все ядра имеют доступ к относительно 
быстрой общей внутренней памяти объемом 1.5 
Гигабайта. В действительности GTX-580 состо-
ит из 16 мультипроцессоров по 32 ядра в каж-
дом. Распараллеливание основано на создании 
сотен миллионов потоков, каждый их которых 
осуществляет относительно простые вычисле-
ния в узле по одному из уравнений (1) – (13). 

На значительное ускорение вычислений вли-
яют не только большое количество ядер GPU, 
но и ряд других факторов. Основной объем 
электронных компонентов внутри GPU спро-
ектирован именно под блоки вычислений (до 
80%), тогда как у центрального процессора 
CPU вычислительная часть – всего ~20%. Вну-
тренняя память GPU работает на скорости 192 
Гб/с, что на порядок выше, чем у оперативной 

памяти компьютера. Время переключения ядра 
между потоками происходит за один такт. 

Для распараллеливания алгоритма на боль-
шое количество ядер использовалась техноло-
гия программирования CUDA (Compute Unifi ed 
Device Architecture). 

Первые три шага алгоритма реализова-
ны в виде отдельных параллельных функций 
(ядер, kernel) для GPU: “MOVE”, “DENSITY” 
и “FORCE”. Последние два шага алгоритма 
объединены в одну ядерную функцию услов-
но названную “COLLISION”. Каждая ядерная 
функция выполняет относительно простые вы-
числения в каждом узле. 

Для варианта метода LBE с фазовыми пере-
ходами ускорение нашего алгоритма для GTX-
580 достигало 70-90 раз при вычислениях с 
двойной точностью по сравнению с одним 
ядром процессора Intel Core 2 Duo с частотой 
3.3 ГГц. Для двумерных расчетов использова-
лись расчетные сетки размерами до 3600×3600, 
а для трехмерных – до 192×192×192. 

Архитектура GPU задает организацию вы-
числений по блокам, в каждом из которых мо-
жет запускаться до 1024 потока. Каждый поток 
выполняется одним ядром. Каждый блок вы-
полняется одним мультипроцессором. Сово-
купность блоков называется решеткой (Grid). 
Последовательность выполнения огромного ко-
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личества потоков и блоков не оговорена, но их 
полное завершение до вызова следующей ядер-
ной функции можно синхронизовать. 

Каждому ядру GPU через внутренние пере-
менные доступны: размеры блока blockDim.x , 
blockDim.y , blockDim.z и две координаты блока 
blockIdx.x и blockIdx.y , а также координаты вы-
полняемого в этот момент потока внутри блока 
threadIdx.x , threadIdx.y , threadIdx.z . 

На рис.2 показано разбиение трехмерной 
расчетной области на блоки. Так как в CUDA 
для решетки (Grid) третья координата блока не 
предусмотрена, то по z  был организован цикл. 
При этом начальная координата блока 0z  игра-
ла роль начального параметра для вызова ядер-
ных функций в этом цикле. 

 
Рис.2 

Перед запуском ядерной функции массивы дан-
ных должны быть переданы в память GPU или 
уже там находиться. При запуске ядерной функции 
блоки распределяются между свободными муль-
типроцессорами или становятся в очередь. Анало-
гично – с потоками внутри мультипроцессора. 

Все данные хранятся в общей памяти GPU 
в одномерных массивах. Каждый поток спосо-
бен вычислить индекс k  элемента, для которого 
данный поток должен выполнить вычисления: 

k=(z0+threadIdx.z+1)*ny*nx 
+ (blockIdx.y*blockDim.y + threadIdx.y+1)*nx 
+ blockIdx.x*blockDim.x+threadIdx.x+1 .

Рис.3 

Так как основным ограничением при исполь-
зовании GPU является объем быстрой внутрен-
ней памяти устройства, то с целью оптимизации 
памяти на шаге переноса использовался всего 
один буферный массив buff для всех функций 
распределения kN  (рис.3). 

На рис.4 показано время, затрачиваемое 
функцией “COLLISION” во всех узлах сетки 
192×192×192 за один шаг LBE по времени. Оп-
тимальными для этой ядерной функции оказа-
лись двумерные блоки размером 16×16. 

 
Рис.4 

При вычислениях одного шага по времени 
на устройстве GTX-580 затраты времени на 
выполнение каждой параллельной функции 
(kernel) на сетке 192×192×192 показаны в та-
блице. Для первых четырех функций исполь-
зовались двухмерные блоки 16×16. 

Таблица 1. Затраты времени за шаг LBE. 

Чистые затраты времени на выполнение всех 
ядерных функций за один шаг LBE на один узел 
составляют 12 нс. С учетом накладных расходов 
это время увеличивается примерно до 18 нс. 

При этом производительность GTX-580 со-
ставляет от ~50 до ~80 MNUPS (Million Node 
Updates Per Second), то есть до 80 миллионов 
узлов сетки в секунду. 

р р
Kernel мкс/шаг % 

Collision 31194 36 
Density 10913 13 
Force 7247 ~8 
Shift+Copy 35460 41 
Boundaries 1030   1 

Total: 85844 100 
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ПРИМЕРЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДВУХФАЗНЫХ СИСТЕМ
Ниже приведены результаты моделирования 

ряда двухфазных систем жидкость – пар. 

 

На рис.5 показаны результаты трехмерного 
моделирования спинодальной декомпозиции 
первоначально однородного состояния веще-
ства, находящегося под спинодалью, на двухфаз-
ную систему жидкость-пар. Со временем мелко-
масштабные структуры укрупняются. 

 

На рис.6 показаны результаты моделирования 
термокапиллярного эффекта для свободнови-
сящей пленки, вдоль которой имеется неравно-
мерное распределение температуры. Граничные 
условия выбраны периодическими.  

Распределение температуры вдоль пленки за-
дано в виде )))/(cos(1( 2

0 RrTTT  для Rr   , 
0TT   для Rr  , где 22 yxr  . Разрыв пленки 

жидкости происходит по окружности некоторо-
го радиуса там, где градиент температуры и по-
верхностного натяжения близки к максимальным 
значениям. В результате в центре образуется диск 
из жидкости, который после осцилляций за счет 
поверхностного натяжения трансформируется в 
каплю. Затем происходит постепенное испарение 
капли жидкости. 

На рис.7 показан процесс разрушения тон-
костенного жидкого пузыря. В этом случае ис-
пользовался метод LBE для двух компонентов: 
газ, находящийся внутри пузыря, и жидкий 
пузырь с возможностью фазового перехода 
жидкость-пар (испарение капель).

Рис.5    Спинодальная декомпозиция. Па-
      ровая фаза показана прозрачной.  
                2000 (а), 3000 (б), 4000 (в), 7600 (г). 
         Расчетная сетка 96×96×96. 

Рис.6   Трехмерное моделирование тер-
          мокапиллярного эффекта (эффект 
     Марангони) для свободно вися-
      щей пленки жидкости. Толщина 
      пленки  d  16. Расчетная обла-
          сть 160×160×160. 

Рис.7    Моделирование разрушения трех-
    мерного тонкостенного пузыря. 
         Сетка 144×144×144. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Метод LBE достаточно прост и эффекти-

вен для моделирования широкого круга те-
чений жидкости с возможными фазовыми 
переходами.

Рассмотренный LBE алгоритм весьма успеш-
но реализован для параллельных вычислений на 
многопроцессорных графических ускорителях 
NVIDIA используя технологию программиро-
вания CUDA, что дает новые возможности для 
численного моделирования двухфазных систем. 

Для варианта LBE с фазовыми переходами 
жидкость-пар параллельная реализация наше-
го алгоритма на GTX-580 при вычислениях с 
двойной точностью примерно в 70-90 раз бы-
стрее, чем при вычислениях на одном ядре про-
цессора Intel Core 2 Duo с частотой 3.3 ГГц.

Производительность GTX-580 для метода 
LBE с одним компонентом и фазовыми перехо-
дами жидкость-пар составляет до 50-80 милли-
онов узлов сетки в секунду. 
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