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Проведено численное исследование процесса охлаждения подложки в условиях испарения
чистого пара с поверхности плёнки и капель жидкости. Моделирование такой двухфаз-
ной системы выполнялось методом решёточных уравнений Больцмана с учётом теплопро-
водности вещества и испарения. Использовалось уравнение состояния Ван-дер-Ваальса,
описывающее фазовый переход жидкость-пар. Предложен новый метод задания гранич-
ных условий на плоской поверхности для моделирования контактных углов смачивания
в методе решёточных уравнений Больцмана. При испарении и конденсации учитывалась
скрытая теплота фазового перехода. Показано, что процесс зависит от толщины плёнки
и скорости удаления пара с её поверхности. Рассмотрены случаи принудительного отто-
ка пара, а также метод конденсации пара на охлаждаемом конденсаторе. Показано, что
тепловой поток от подложки резко возрастает в окрестности контактных линий капель.
Проведено сравнение тепловых потоков при испарении плёнки и капель на подложке с раз-
ной смачиваемостью.
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ВВЕДЕНИЕ

Для охлаждения нагретых поверхностей широко используются жидкие плёнки и капли.
Эффективность таких методов связана с тем, что при испарении поверхность жидкости охла-
ждается из-за поглощения скрытой теплоты испарения. Вместе с тем процесс испарения связан
с параметрами пара вблизи испаряющейся поверхности, т. е. насколько его плотность меньше,
чем у насыщенного пара при данной температуре поверхности (закон Герца — Кнудсена) [1–3].

В реальных инженерных конструкциях отток пара от испаряющейся поверхности осу-
ществляется несколькими способами. В простейшем случае пары жидкости уносятся диффу-
зионным способом в окружающем газе. В так называемых тепловых трубках при поступлении
пара в специальную секцию с пониженной температурой происходит его конденсация. Изве-
стен эффект интенсификации теплообмена при создании контактных линий путём разрыва
плёнки, так как в окрестности контактной линии толщина жидкости уменьшается, градиент
температуры локально увеличивается, и поток тепла возрастает [4–8]. В другом методе ис-
пользуется поток холодного газа вдоль поверхности протекающей плёнки, который уносит
образовавшийся пар.

Работа выполнена в рамках государственного задания Института гидродинамики им. М.А. Лаврентьева
(проект FWGG–2021–0006).
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1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

1.1. Метод решёточных уравнений Больцмана

Для моделирования двухфазных систем жидкость-пар успешно применяется метод решё-
точных уравнений Больцмана (LBE) [9–13]. Течение флюида в методе LBE моделируется ан-
самблем псевдочастиц, которые за шаг по времени ∆t переносятся вдоль характеристик между
соседними узлами пространственной решётки. Система описывается набором одночастичных
функций распределения fk, k = 0,m, эволюция которых за шаг по времени ∆t описывается
следующими уравнениями:

fk(x+ ck∆t, t+∆t) = fk(x, t) + Ωk{fk}+∆fk,

где ck — векторы скоростей псевдочастиц. Гидродинамические переменные (плотность ρ и ско-
рость u) вычисляются по формулам

ρ =

m∑
k=0

fk и ρu =

m∑
k=1

ckfk.

Оператор столкновений Ωk{fk} имеет вид релаксации функций распределения к локаль-
ному равновесию [14]:

Ωk{fk} =
(
f eq
k (ρ,u)− fk(x, t)

)
/τ,

где τ — безразмерное время релаксации. Равновесные функции распределения f eq
k (ρ,u) запи-

сываются в виде разложения функции распределения Максвелла — Больцмана для дискрет-
ных скоростей ck частиц

f eq
k (ρ,u) ∼ ρ exp

(
−(ck − u)2

2θ

)
в ряд по скорости u до второго порядка [15]:

f eq
k (ρ,u) = ρwk

(
1 +

cku

θ
+

(cku)
2

2θ2
− u2

2θ

)
, (1)

здесь θ — нормированная кинетическая температура псевдочастиц, которую обычно выбирают
равной θ = (h/∆t)2/3, где h — шаг расчётной сетки.

Для учёта изменения функций распределения ∆fk под действием внутренних и внешних
сил использовался метод точной разности (EDM) [16, 17]:

∆fk = f eq
k (ρ,u+∆u)− f eq

k (ρ,u),

где изменение скорости за шаг по времени ∆u определяется полной силой F, действующей на
вещество в узле, ∆u = F∆t/ρ.

Использовались два варианта метода LBE: одномерный D1Q3 с тремя скоростями псев-
дочастиц и двумерный D2Q9 с девятью скоростями [18]. Коэффициенты в уравнении (1) для
одномерного варианта D1Q3 равны w0 = 2/3, w1,2 = 1/6, а для двумерного D2Q9 имеем
w0 = 4/9, w1−4 = 1/9 и w5−8 = 1/36.

Компьютерное моделирование фазовых переходов методом LBE представляет собой метод
сквозного счёта границ раздела фаз. Вместо разрыва плотности моделируется тонкий переход-
ной слой жидкость-пар, в котором плотность изменяется плавно на масштабах нескольких уз-
лов решётки (аналогично методам сквозного счёта ударных волн в газовой динамике). В этом
случае жидкая и газообразная фазы описываются единообразно. Для этого вводятся силы,
действующие между веществом в соседних узлах решётки (метод псевдопотенциала). Полная
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сила, действующая на узел, имеет вид F = −∇U , где псевдопотенциал U = P (ρ, T ) − ρθ вы-
ражается через уравнение состояния [19]. Эти силы обеспечивают поверхностное натяжение в
тонком переходном слое между фазами, где плотность вещества изменяется сильно.

В работе [20] был предложен вариант метода LBE для описания тепломассопереноса в сре-
де с фазовыми переходами. В нём учитываются испарение и конденсация в соответствии
с уравнением состояния флюида, теплопроводность вещества, работа сил давления и теплота
фазового перехода. Для описания конвективного переноса энергии используется метод пассив-
ного скаляра (дополнительный комплект функций распределения gk). Уравнения эволюции
функций распределения имеют вид

gk(x+ ck∆t, t+∆t) = gk(x, t) +
geqk (ρ,u(x, t))− gk(x, t)

τE
+∆gk(x, t).

При этом внутренняя энергия единицы объёма равна E =
m∑
k=0

gk. Равновесные функции рас-

пределения geqk (ρ,u) записываются аналогично уравнению (1). Работа сил давления и перенос
тепла за счёт кондуктивной теплопроводности учитываются обычным конечно-разностным
методом. В одномерном случае это выглядит следующим образом:

∆Ei

∆t
= −pi

u∗i+1 − u∗i−1

2h
+ λ

Ti+1 − 2Ti + Ti−1

h2
,

здесь физическая скорость u∗ вычисляется по формуле [21]

ρu∗ =

m∑
k=1

ckfk + F∆t/2,

а λ — коэффициент теплопроводности. При этом изменения функций распределения равны

∆gk(x, t) = gk(x, t)
∆Ei

Ei
.

В качестве уравнения состояния выбрано уравнение состояния Ван-дер-Ваальса. Для
плотности, давления и температуры используются приведённые переменные, а для времени
и линейных масштабов — решёточные единицы.

1.2. Учёт теплоты фазового перехода для газа Ван-дер-Ваальса

Внутренняя энергия одного моля газа, имеющего уравнение состояния Ван-дер-Ваальса

P =
RT

V − b
− a

V 2
,

выражается формулой Emol = Eideal − a/V (см. [22]).
Для единицы массы вещества это можно записать в виде ε = CV T − aρ (удельная внут-

ренняя энергия), где CV — удельная теплоёмкость при постоянном объёме. Теплота фазового
перехода представляет собой изменение внутренней энергии вещества в процессе уменьшения
плотности от плотности жидкости ρL до плотности паров ρV при постоянной температуре. Из
выражения для внутренней энергии получаем

Q = εV − εL = a(ρL − ρV ), (2)

здесь ρL и ρV — равновесные плотности жидкости и пара. Зависимость удельной теплоты
фазового перехода от температуры Q(T ) учитывается неявно за счёт зависимостей ρL и ρV от
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температуры. Теплота фазового перехода уменьшается до нуля при стремлении температуры
к критическому значению.

В [20] предложена формула для изменения внутренней энергии единицы объёма в ячейке
переходного слоя за счёт фазового перехода

dE

dt
=

ρLQ(T )

ρL − ρV

dρ

dt
.

Считается, что теплота фазового перехода Q выделяется в диапазоне изменения плотностей
[ρV , ρL], тогда с учётом уравнения (2) получаем выражение

dE

dt
= aρL

dρ

dt
= −aρL ρ div(u∗).

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Рассмотрены несколько задач с комбинированным (кондуктивным и конвективным) пе-
реносом тепла с учётом фазовых переходов жидкость-пар, которые решались методом ре-
шёточных уравнений Больцмана. В одномерных постановках численные расчёты по моде-
лям D1Q3 и D2Q9 показали совпадающие результаты.

2.1. Тестовая задача с однородным потоком вещества

Рассмотрена стационарная задача с однородным потоком вещества через область с задан-
ным перепадом температур (рис. 1). Плотность вещества ρ и скорость u постоянны. Распре-
деление температуры в таком течении описывается уравнением сохранения полного потока
тепла

−λ
dT

dx
+ ρCuT = const,

где C — удельная теплоёмкость вещества. Для этой задачи получено аналитическое решение

T (x) = T0 −∆T
exp(αx)− 1

exp(αL)− 1
,

где L — длина области, ∆T = T0 − TL — перепад температуры, коэффициент α = ρCu/λ.
Безразмерным параметром является число Пекле Pe = αL.

Рис. 1. Постановка задачи с однородным потоком вещества

Поток тепла за счёт теплопроводности (кондуктивный поток) равен

qcond = −λ
dT

dx
= ρCu

∆T exp(αx)

exp(αL)− 1
,

а поток за счёт переноса энергии движущимся веществом (конвективный)

qconv = ρCu

(
T0 −

∆T (exp(αx)− 1)

exp(αL)− 1

)
.
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Действительно, при этом полный поток вдоль координаты x постоянный:

qtotal = ρCu

(
T0 +

∆T

exp(αL)− 1

)
.

На рис. 2 показано сравнение аналитического и численного решения методом LBE при раз-
ных значениях коэффициента теплопроводности λ = 2 (Pe = 1.12) и λ = 20 (Pe = 0.112). При
этом цветные кривые (LBE расчёты) наложены на теоретические кривые (чёрный пунктир)
и совпадают с точностью до толщины линий. При увеличении теплопроводности λ распреде-
ления температуры и величин потоков стремятся к линейным зависимостям.

Рис. 2. Графики температуры, плотности и скорости (a), (с).
Графики кондуктивного (кривые 1), конвективного (кривые 2)

и полного (кривые 3) потоков (b), (d).
Плотность вещества ρ = 2, скорость u = 0.00007, T0 = 0.75, TL = 0.5, C = 40, τE = 0.5003

Необходимо отметить, что для внутренней энергии в методе LBE есть диффузия, связан-
ная со временем релаксации τE . В общем случае эффективный коэффициент теплопроводно-
сти есть сумма λeff = λ + ρC(τE − 0.5)/3. При значениях τE → 0.5 такой диффузией можно
пренебречь.

2.2. Стационарная задача с фазовым переходом на границе жидкости

От предыдущей задачи постановка отличается тем, что происходит испарение жидкости.
Задача рассматривается в системе отсчёта границы раздела жидкость-пар. Слева в расчёт-
ную область втекает жидкость с температурой T0. Для жидкой фазы задаётся коэффициент
теплопроводности λ. Значение коэффициента теплопроводности пара принято в 20 раз мень-
ше. На правой границе области x = L обеспечивается отток пара с заданной скоростью u0.
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При этом потоки массы втекающей жидкости и массы вытекающего пара равны. Для этого
на правой границе области задаются граничные условия для функций распределения LBM fk.
В одномерном случае это соответствует [3]

f−1(nx + 1) = β f1(nx), где β =
1− 3u0 + 3u20
1 + 3u0 + 3u20

.

Для процесса испарения u0 > 0 и соответственно β < 1. Через некоторое время устанавли-
вается стационарное распределение температуры и плотности. Результаты показаны на рис. 3.
На поверхности плёнки происходит поглощение тепла из-за скрытой теплоты испарения на
границе раздела фаз (кривые 1 на рис. 3(a,c)). При увеличении коэффициента теплопровод-
ности потоки тепла становятся больше несмотря на то, что перепад температуры уменьшается.

Рис. 3. Графики температуры, плотности и скорости (a), (с).
Графики кондуктивного (кривые 1), конвективного (кривые 2)

и полного (кривые 3) потоков (b), (d); CV = 40;
λ = 2, τE = 0.505 (a), (b); λ = 20, τE = 0.501 (c), (d)

2.3. Плёнка жидкости на поверхности нагретой подложки с оттоком пара

В начальном состоянии на горизонтальной поверхности подложки создавалась плёнка
жидкой фазы плотностью ρ, а над ней — насыщенный пар. Задавалось небольшое поле тя-
жести с ускорением свободного падения, равным g = 10−7 в решёточных единицах. Во всей
области задавалась постоянная температура T0 и скорость вещества u, равная нулю. Затем
температура подложки (y = 0) скачком увеличивалась T = T0 +∆T . За счёт теплопроводно-
сти жидкости плёнка начинает прогреваться. На верхней границе области y = L обеспечива-
ется отток пара с заданной скоростью u0. При этом в одномерном случае между поверхностью
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плёнки и границей области через некоторое время устанавливается квазистационарный режим
истечения пара, т. е. создаётся однородный поток пара с постоянной скоростью, плотностью
и температурой (рис. 4(a)).

Рис. 4. Квазистационарный режим течения при оттоке пара на верхней границе (a), (b);
u0 = 0.002. Начальное состояние T0 = 0.7, u = 0. Текущая толщина плёнки 150 (a) и 50 (b).

Температура подложки T = 0.75. Коэффициент теплопроводности λ = 20.
Зависимость потока тепла с подложки q

от текущей толщины испаряющейся плёнки жидкости d (c)

Поток тепла от нагретой подложки к поверхности плёнки жидкости зависит от её тепло-
проводности, толщины и перепада температур. Для тонких плёнок и относительно высокой
теплопроводности жидкости распределение температуры по толщине плёнки в квазистацио-
нарном режиме испарения близкое к линейному (рис. 4(a,b)). На поверхности плёнки происхо-
дит поглощение тепла из-за скрытой теплоты испарения на границе раздела фаз (кривые 1 на
рис. 4(a,b)). Поток тепла, отводимый от подложки, зависит от скорости испарения жидкости
на поверхности, т. е. от скорости оттока пара от плёнки. При увеличении скорости оттока пара
тепловой поток с подложки увеличивается. Поток тепла зависит также от толщины плёнки d
(рис. 4(c)). При постоянном перепаде температур зависимость от 1/d должна быть линейная
q = λ∆T/d (кривая 2). Однако перепад температуры на плёнке тоже зависит от её толщины
(рис. 4(а,b)), поэтому зависимость от 1/d получается нелинейной (кривая 1 на рис. 4(c)).

2.4. Плёнка жидкости на поверхности нагретой подложки с конденсацией пара
на верхней границе области

В начальном состоянии на поверхности подложки и на верхней границе создавались плён-
ки жидкой фазы, а между ними насыщенный пар (рис. 5(a)). Задавалось небольшое поле тя-
жести с ускорением свободного падения равным g = 10−7 в решёточных единицах. Во всей
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области задавалась постоянная начальная температура T0 и скорость u, равная нулю. Затем
температура подложки скачком увеличивалась T = T0 + ∆T , а на верхней границе области
y = L (конденсатор) уменьшалась до Tcon. Через некоторое время устанавливается квазиста-
ционарный режим, при котором происходит испарение плёнки на подложке с поглощением
скрытой теплоты испарения и конденсация пара на поверхности плёнки жидкости у холод-
ной границы области с выделением скрытой теплоты конденсации (кривая 1 на рис. 5(b)).
Фактически это модель тепловых трубок, широко используемых в технике для охлаждения
оборудования и микроэлектроники.

Рис. 5. Начальное состояние: T0 = 0.7, u = 0 (a).
Квазистационарный режим течения (b). Включены нагрев подложки T = 0.75,

конденсатор пара Tcon = 0.6 и теплопроводность λ = 20

2.5. Капля жидкости на поверхности нагретой подложки с конденсацией пара
на верхней границе области

На поверхность подложки помещалась капля жидкости «полусферической» формы,
на верхней границе создавалась плёнка жидкой фазы, а между ними «насыщенный» пар
(рис. 6(a)). Задавалось небольшое поле тяжести с ускорением свободного падения, равным
g = 10−7 в решёточных единицах. Чтобы обеспечить нейтральное смачивание подложки, в дву-
мерном случае вводятся силы взаимодействия флюида с тремя соседними узлами твёрдой
поверхности [23, 24]:

F(x) = Φ(x)
3∑

j=1

wj BΦsolid(x+ ej) · ej .

Здесь функция Φsolid в узле твёрдой поверхности принимает значение, равное значению функ-
ции Φ(x) =

√
−U в ближайшем узле флюида, wj — весовые коэффициенты. Параметр B

определяет смачиваемость поверхности и контактный угол. Для нейтральной смачиваемости
B = 1. Недостатком методов [23, 24] при изменении смачиваемости является то, что в приле-
гающем тонком слое жидкости изменяется её плотность. В данной работе для возможности
изменения значений контактных углов предложен новый метод, лишённый этого недостатка,
в котором по сравнению с нейтральным смачиванием при B = 1 вводятся дополнительно толь-
ко горизонтальные составляющие сил, действующих на соседние с подложкой узлы флюида:

Fx(x) = βΦ(x)

3∑
j=1

Φsolid(x+ ej) · ejx.

Множитель β = 0 соответствует нейтральному смачиванию, β < 0 соответствует гидро-
фильным поверхностям, а β > 0 — гидрофобным.
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Рис. 6. Капля на твёрдой подложке (a). Начальные радиус капли R = 60,
угол смачивания 90◦, T0 = 0.7, u = 0; размер 2D расчётной сетки 200×200.

Распределение теплового потока по подложке (b): 1 — плоская плёнка,
2 — капля с нейтральным смачиванием, 3 — капля на гидрофильной поверхности

(β = −0.3). Температура подложки T = 0.75; температура конденсатора пара Tcon = 0.6;
коэффициент теплопроводности жидкости λ = 20

В начальном состоянии во всей области L × L задавалась постоянная температура T0

и скорость u, равная нулю. Затем температура подложки скачком увеличивалась до T (x, 0) =
T0 + ∆T , а на верхней границе области при y = L уменьшалась до Tcon < T0. По коор-
динате x использовались периодические граничные условия для функций распределения
fk(L, y) = fk(0, y) и gk(L, y) = gk(0, y). После этого происходит прогрев капли и испарение
жидкости с её поверхности. Сверху области происходит конденсация пара на охлаждаемой
плёнке. На рис. 6(a) показано начальное распределение плотности флюида.

Тепловой поток от подложки q значительно больше в окрестности контактных линий
капель (рис. 6(b), кривые 2 и 3), что соответствует экспериментам [4–8]. При этом уменьшение
контактного угла увеличивает вклад контактных линий (кривая 3).

Суммарный тепловой поток от подложки в двухмерном случае вычисляется следующим
образом:

qtotal = −
L∫

0

λeff(x, 0)
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

dx.

Для капли с нейтральным смачиванием он равен qtotal = 4.9 (кривая 2), а для капли на
гидрофильной поверхности qtotal = 7.6 (кривая 3). Эти значения меньше, чем теплоотвод
для плоской плёнки того же объёма qtotal = 9.8 (кривая 1). Таким образом, уменьшение угла
смачивания увеличивает теплоотвод в окрестности контактной линии.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено моделирование методом решёточных уравнений Больцмана процесса охлажде-
ния подложки в условиях испарения чистого пара с поверхности плёнки и капель жидкости.
Предложен новый метод задания граничных условий на плоской поверхности для моделирова-
ния контактных углов смачивания в методе LBE. Показано, что процесс охлаждения подложки
зависит от толщины плёнки и скорости удаления пара с её поверхности. Рассмотрены случаи
принудительного оттока и конденсации пара на охлаждаемом конденсаторе. Показано, что
тепловой поток от подложки сильно увеличивается в окрестности контактных линий капель.
Проведено сравнение тепловых потоков при испарении плёнки и капель на подложке с разной
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смачиваемостью. Суммарный теплоотвод от подложки для капель оказался меньше, чем для
плоской плёнки того же объёма и примерно той же площади поверхности.

Авторы благодарны А.А. Черевко, старшему научному сотруднику Института гидроди-
намики СО РАН, за полезные обсуждения.
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