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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА В СРЕДЕ С ФАЗОВЫМИ

ПЕРЕХОДАМИ МЕТОДОМ РЕШЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ БОЛЬЦМАНА

А. Л. Куперштох1, Д.А. Медведев2, И.И. Грибанов3

Предложен новый способ учета тепломассопереноса для моделирования течений в среде с фазо-
выми переходами жидкость–пар методом решеточных уравнений Больцмана (Lattice Boltzmann
Equation, LBE). При наличии границ раздела фаз необходимо рассматривать уравнение пере-
носа энергии. Для этого вводится второй комплект функций распределения LBE в форме пас-
сивного скаляра, описывающего перенос внутренней энергии. Для устранения паразитной диф-
фузии энергии на границах раздела фаз с большим скачком плотности введены специальные
“псевдосилы”, удерживающие пассивный скаляр от разлета. В уравнении энергии учитываются
теплопроводность и работа сил давления. Для того чтобы метод LBE остался методом сквоз-
ного счета границ раздела фаз, выделение и поглощение скрытой теплоты фазового перехода
учитывается в уравнении энергии во внутренней области тонкого переходного слоя от жидкости
к пару. Рассмотрен ряд простейших тестов, демонстрирующих все аспекты рассматриваемых
процессов. Показано выполнение галилеевской инвариантности и подобия процессов теплопро-
водности. Метод имеет малую схемную диффузию внутренней энергии и может быть применен
для моделирования широкого класса течений двухфазных сред с тепломассопереносом.

Ключевые слова: метод решеточных уравнений Больцмана, фазовые переходы, динамика много-
фазных сред, тепломассоперенос, мезоскопические методы, компьютерное моделирование.

Введение. Течения с фазовыми переходами жидкость–пар широко распространены в технике. Чис-
ленное моделирование таких течений представляет заметные трудности из-за того, что в процессе рас-
четов в объеме вещества могут возникать новые межфазные границы, а существующие границы могут
исчезать или изменять свою топологию. В этой связи методы, использующие отслеживание границ, при-
менять очень трудно, если вообще возможно. Более того, отношение плотностей жидкой и газообразной
фаз обычно велико (может достигать нескольких десятков тысяч и более), что приводит к заметной чис-
ленной диффузии на границах при использовании обычных конечно-разностных методов.

Метод решеточных уравнений Больцмана (Lattice Boltzmann Equation, LBE) [1, 2] основан на решении
кинетического уравнения для ансамбля псевдочастиц. Метод LBE широко используется для моделиро-
вания течений однофазных и двухфазных сред [3–11]. Кроме того, метод хорошо распараллеливается по
технологии CUDA на многопроцессорных графических ускорителях [7–15].

Для описания теплопереноса в методе LBE было предложено три принципиально различных мето-
да: многоскоростной подход [16–18], использование конечно-разностного уравнения энергии [19] и метод
второго комплекта функций распределения LBE (метод пассивного скаляра, ПС) [20, 21].

Недостатками первого подхода являются достаточно узкий диапазон моделируемых температур, а
также значительное увеличение количества используемых массивов данных. При моделировании урав-
нения энергии обычными конечно-разностными методами в сочетании с методом LBE, использующим
эйлеровы координаты, в случае движущейся среды наблюдается высокая схемная диффузия, что сильно
ограничивает возможности моделирования.

Для реализации пассивного скаляра (ПС) в методе LBE используется дополнительный комплект
функций распределения. При этом метод ПС имеет гораздо меньшую схемную диффузию по сравнению с
конечно-разностными методами. Вместе с тем, метод LBE с теплопереносом был реализован ранее только
для течений жидкости почти постоянной плотности, где в качестве ПС использовалась температура T .
Однако при фазовых переходах жидкость–пар изменения плотности не малы, и необходимо рассматривать
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перенос не температуры, а энергии. Такой подход использовался в работах [21, 22], а также в комбинации
с многоскоростным подходом в работе [23]. Во всех случаях, однако, рассматривались только однофазные
течения.

1. Метод решеточных уравнений Больцмана. Метод решеточных уравнений Больцмана основан
на решении кинетического уравнения для ансамбля псевдочастиц. Возможен только небольшой набор
скоростей псевдочастиц ck, такой, что векторы ek = ck∆t соответствуют расстояниям до соседних узлов
пространственной решетки [24]. Для одномерного случая используют модель D1Q3 с тремя векторами
скорости |ck| = 0, h/∆t, а для двумерного случая — модель D2Q9 с девятью векторами скорости |ck| =
0, h/∆t,

√
2 h/∆t. В трехмерном случае обычно используют модель D3Q19 c 19 векторами скорости |ck| =

0, h/∆t,
√

2 h/∆t.
В качестве основных переменных используются одночастичные функции распределения Nk, имеющие

смысл плотности. Уравнения эволюции для Nk имеют вид

Nk(x + ck∆t, t + ∆t) = Nk(x, t) + Ωk(N) + ∆Nk, k = 1, . . . , b, (1)

где Ωk — оператор столкновений, а ∆Nk — изменение функций распределения из-за действия объемных
сил (внешних и внутренних).

Оператор столкновений обычно выбирается в виде релаксации к локально равновесному состоянию
с одним (модель BGK, Bhatnagar–Gross–Krook model [24]) или с несколькими временами релаксации (мо-
дель MRT, Multi-Relaxation-Time model [25]). В первом случае оператор столкновений имеет вид

Ωk =
N eq

k (ρ, u) − Nk(x, t)

τ
,

где τ = trel/∆t — безразмерное время релаксации. Равновесные функции распределения N eq
k (ρ, u) опре-

деляются следующей формулой, которая является разложением функции распределения Максвелла–
Больцмана до членов второго порядка по массовой скорости вещества [26]:

N eq
k (ρ, u) = ρwk

(
1 +

cku

θ
+

(cku)2

2θ2
− u

2

2θ

)
. (2)

Здесь коэффициенты wk зависят от конкретной решетки [24]. Для одномерной модели D1Q3 весовые ко-
эффициенты имеют вид w0 = 2/3 и w1−2 = 1/6, для двумерной модели D2Q9 — w0 = 4/9, w1−4 = 1/9
и w5−8 = 1/36 и для трехмерной модели D3Q19 — w0 = 1/3, w1−6 = 1/18 и w7−19 = 1/36. Кинетиче-
ская температура псевдочастиц для перечисленных LBE-моделей задается равенством θ = (h/∆t)2/3, а
кинематическая вязкость ν = θ(τ − 1/2)∆t определяется временем релаксации.

Изменение функций распределения в узле из-за действия объемных сил вычисляется по методу точ-
ной разности (Exact Difference Method, EDM) [27–29]

∆Nk(x, t) = N eq
k (ρ, u + ∆u) − N eq

k (ρ, u), (3)

где ∆u = F∆t/ρ — изменение скорости вещества за шаг по времени ∆t, а F — полная сила, действующая
на вещество в узле.

Плотность вещества ρ и скорость u (гидродинамические переменные) вычисляются в виде

ρ =

b∑

k=0

Nk, ρu =

b∑

k=1

ckNk. (4)

В случае действия объемных сил для вычисления физической скорости u
∗ следует использовать

выражение, определенное на половине шага по времени [30]:

ρu
∗ =

b∑

k=1

ckNk + F∆t/2. (5)

Обоснованием метода решеточных уравнений Больцмана принято считать тот факт, что при разло-
жении уравнений эволюции по методу Чепмена–Энскога [3] во втором порядке по малому числу Кнудсена
выводятся уравнения неразрывности и Навье–Стокса.

2. Фазовые переходы. Чтобы во флюиде возникли фазовые переходы, необходимо в методе LBE
смоделировать притягивающую часть потенциала “межмолекулярного” взаимодействия. Поэтому в рабо-
те [5] были введены силы притяжения, действующие на вещество в узле со стороны соседних узлов. Позже
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было предложено записать полную силу F , действующую на вещество в узле, как градиент псевдопотен-
циала U , определяемого через уравнение состояния вещества [6, 19]

F = −∇U = −∇
(
p(ρ, T )− ρθ

)
. (6)

В результате в методе LBE вместо контактной границы моделируется тонкий переходной слой жидкость–
пар, в котором плотность изменяется плавно на размерах нескольких узлов решетки (метод сквозного
счета границ раздела фаз). При этом на границах раздела фаз жидкость–пар появляется поверхностное
натяжение.

В работе [31] было предложено ввести функцию Φ =
√
−U , при этом выражение для силы (6) можно

переписать в полностью эквивалентном виде

F N = 2A∇
(
Φ2

)
+ (1 − 2A)2Φ∇Φ, (7)

где A — свободный параметр, позволяющий добиться точного описания плотностей фаз на кривой фа-
зового равновесия. Конечно-разностная формула для уравнения (7), обеспечивающая достаточную изо-
тропность для моделей D1Q3, D2Q9 и D3Q19 [7, 31, 32], записанная в векторной форме, имеет вид

F (x) =
1

αh

[
A

b∑

k=1

GkΦ2(x + ek)ek + (1 − 2A)Φ(x)

b∑

k=1

GkΦ(x + ek)ek

]
, (8)

где Gk > 0 — коэффициенты, которые различны для основных и диагональных направлений решетки.
Для основных направлений решетки коэффициенты Gk = 1. Для диагональных направлений значения
коэффициентов, обеспечивающих изотропность пространства, для двумерной модели D2Q9 задаются ра-
венствами G5–8 = 1/4, а для трехмерной модели имеем G7–18 = 1/2. При этом коэффициент α равен 1,
3/2 и 3 для изотермических моделей D1Q3, D2Q9 и D3Q19 соответственно.

В настоящей работе использовалось уравнение состояния Ван-дер-Ваальса

p̃ =
8ρ̃ T̃

3 − ρ̃
− 3ρ̃ 2.

Здесь и далее будут использованы приведенные переменные p̃ = p/pкр, ρ̃ = ρ/ρкр и T̃ = T/Tкр, где pкр,
ρкр и Tкр — значения давления, плотности и температуры в критической точке. Для уравнения состояния
Ван-дер-Ваальса аппроксимация (8) при значении свободного параметра A = −0.152 дает отклонение
кривой сосуществования фаз, полученной в расчетах по методу LBE, от теоретической меньше чем 0.2%
в диапазоне температур вниз от критической T̃ = 1 и до T̃ = 0.4 [31]. Использование более сложных
уравнений состояния, в том числе и для реальных веществ, рассмотрено в работах [32, 33].

В работе [29] показано, что устойчивость метода LBE с уравнением состояния в виде p(ρ, T ) опреде-
ляется критерием (

∂p

∂ρ

)

T

6

(
h

∆t

)2

+ θ.

3. Теплоперенос. Уравнение для плотности внутренней энергии E с учетом работы сил давления и
теплопроводности, но без учета тепловыделения за счет вязкого трения имеет форму

∂E

∂t
+ div (Eu) =

p

ρ

dρ

dt
+ ∇(λ∇T ), (9)

где λ = ρcV χ — коэффициент теплопроводности. Слагаемые в правой части уравнения (9) можно учесть
с помощью конечных разностей. При этом работу сил давления удобнее записать через дивергенцию
скорости с использованием уравнения неразрывности:

p

ρ

dρ

dt
= −p div (u∗).

Наиболее сложным является расчет левой части уравнения (9), т.е. конвективного переноса внутренней
энергии вместе с потоком вещества, скорость которого u

∗ вычисляется по формуле (5).
В работах [16–18] это было сделано с помощью расширения набора возможных векторов скорости ck и

увеличения порядка разложения равновесных функций распределения (использовались слагаемые до чет-
вертого порядка по u). Недостатками этого подхода являются достаточно узкий диапазон моделируемых
температур, а также кратное увеличение количества используемых массивов данных.
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В работе [19] уравнение (9) решалось с помощью метода конечных разностей с использованием плот-
ности и скорости вещества, полученных из метода LBE. Однако при моделировании теплопереноса в эй-
леровых координатах этим методом в случае движущейся среды наблюдается высокая схемная диффузия
и дисперсия внутренней энергии на границах раздела фаз, что затрудняет моделирование.

В третьем способе моделирования конвективного переноса энергии в методе LBE было предложено
использовать метод пассивного скаляра (дополнительный комплект функций распределения LBE) [20],
который имеет гораздо меньшую схемную диффузию по сравнению с конечно-разностными методами.
Этот метод был реализован ранее только для течений жидкости почти постоянной плотности и, соответ-
ственно, теплоемкости, когда в качестве ПС можно использовать температуру T . Однако при фазовых
переходах жидкость–пар изменения плотности не малы, и необходимо рассматривать перенос не темпе-
ратуры, а внутренней энергии E.

При использовании метода пассивного скаляра для плотности внутренней энергии E = ρcV T (пас-

сивный скаляр E =

b∑

k=0

gk) уравнения для эволюции функций распределения gk(x, t) можно записать в

виде, аналогичном уравнению (1):

gk(x + ck∆t, t + ∆t) = gk(x, t) +
geq

k (E, u) − gk(x, t)

τE

+ ∆gk(x, t).

Здесь ∆gk = ∆g
(1)
k + ∆g

(2)
k — полное изменение функций распределения, а τE — безразмерное время

релаксации функций распределения энергии. Равновесные функции распределения geq
k (E, u) имеют вид,

аналогичный уравнению (2).
Изменение энергии за счет работы сил давления и теплопроводности вычисляется в обычном конечно-

разностном виде. Например, для одномерного случая имеем

En+1
i − En

i

∆t
= −pn

i

(u∗)n
i+1 − (u∗)n

i−1

2h
+

(
λn

i+1 + λn
i

)
T n

i+1 −
(
λn

i+1 + 2λn
i + λn

i−1

)
T n

i +
(
λn

i + λn
i−1

)
T n

i−1

2h2
. (10)

Соответствующие изменения функций распределения ∆g
(1)
k в методе LBE рассчитываются пропорцио-

нально изменению внутренней энергии в узлах решетки согласно уравнениям

∆g
(1)
k (x, t) = gk(x, t)

∆Ei

En
i

.

Основная проблема заключается в том, что на границах раздела фаз есть скачок теплоемкости. Из-за
этого даже при равномерном распределении давления и температуры начинается паразитная диффузия
(разлет) энергии из плотной фазы в менее плотную. Этот эффект хорошо наблюдается для стационарной
капли в случае баротропного уравнения состояния (давление зависит только от плотности), при этом
нет обратной связи по температуре и не возникают волны давления и плотности. Для демонстрации
паразитной диффузии энергии в наглядном виде в качестве такого уравнения состояния использовалось
уравнение состояния типа Ван-дер-Ваальса с константой T̃0 вместо температуры среды:

p̃
(
ρ̃
)

=
8T̃0ρ̃

3 − ρ̃
− 3ρ̃ 2.

На рис. 1 показана паразитная диффузия энергии E∗ на границах раздела фаз для покоящейся капли
жидкости, находящейся в равновесии с насыщенным паром, при этом равномерное температурное распре-
деление нарушается. Для наглядности в этом тесте выключены работа сил давления и теплопроводность.

В настоящей работе впервые удалось применить метод ПС для описания переноса энергии. Идея ме-
тода заключается в том, что вводятся специальные “псевдосилы” для скаляра энергии, удерживающие
энергию от разлета на границах раздела фаз. Реализован вариант метода для случая, когда удельная
теплоемкость флюида cV постоянна, а плотность внутренней энергии при заданной температуре пропор-
циональна плотности флюида. Для учета действия “псевдосил” в уравнениях эволюции функций распре-
деления gk(x, t), описывающих энергию, тоже используется метод точной разности (EDM), аналогичный
уравнению (3):

∆g
(2)
k (x, t) = geq

k (E, u + ∆u) − geq
k (E, u).

Здесь u — скорость вещества, определяемая по основному комплекту функций распределения LBE (4).
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Ван-дер-Ваальса (б). Кривые 1 и 2 — начальные распределения температуры и плотности соответственно,

кривая 3 — теоретическая кривая сосуществования фаз (правило Максвелла),

точки — результаты моделирования методом LBE; T̃0 = 0.6; ρ̃0 = 0.05

На рис. 2 представлено начальное состояние газа для тестов по диффузии и галилеевской инвариант-
ности. Распределения температуры и плотности в покоящемся газе (а–в) и в движущемся со скоростью
u = 0.1h/∆t (г–е) показаны на рис. 3. Видно, что выполнена галилеевская инвариантность. Коэффициент
схемной диффузии энергии равен DE = θ(τE − 1/2)∆t = 0.001h2/∆t при τE = 0.503.

На рис. 4 показаны распределения температуры и плотности в покоящемся газе при разных коэффи-
циентах температуропроводности χ в соответствующие моменты времени. Видно, что при этом выполня-
ется условие подобия l ∼ √

χ t.
Поскольку разностная схема (10) является явной, то устойчивость в одномерном случае сохраняется

до значений χ∆t/h2 < 0.5. На рис. 5 показаны результаты расчетов при скорости течения u = 0.1 и
коэффициенте температуропроводности χ = 0.49h2/∆t. После 1 000 000 шагов по времени температура в
расчетной области полностью выравнялась (рис. 5б).

В качестве теста для работы сил давления рассматривалась задача о спинодальной декомпозиции
(распад первоначально однородного флюида, состояние которого находится под спинодалью) на двух-
фазную систему жидкость–пар. На рис. 6 показаны результаты расчетов, когда работа сил давления не
учитывалась (рис. 6а), и при учете работы сил давления (рис. 6б) в виде

∆En
i = −pn

i

(u∗)n
i+1 − (u∗)n

i−1

2h
∆t.

При этом теплопроводность λ полагалась равной нулю, и оставалась только небольшая схемная диффузия
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энергии. Поскольку теплоемкость жидкой фазы значительно больше, чем у пара, а относительное изме-
нение объема меньше, то температура жидкости повышается из-за работы сил давления незначительно.
Температура же газовой фазы заметно уменьшается. Можно привести оценку, насколько температура
пара меньше начальной:

Tпар = T0 −
p

cV

(
1

ρпар

− 1

ρ0

)
.

Видно, что результаты моделирования дают близкое значение изменения температуры пара (рис. 6б).
4. Скрытая теплота фазового перехода. Известно, что скрытая теплота фазового перехода долж-

на учитываться в условиях на границе раздела фаз. Соответствующее граничное условие имеет вид

λж

∂T

∂x

∣∣∣∣
x=ξ−0

− λпар

∂T

∂x

∣∣∣∣
x=ξ+0

= ρж(T )Q(T )
dξ

dt
,

где ξ — координата плоской границы раздела фаз жидкость–пар, ρж(T ) — плотность жидкости на кривой
сосуществования фаз (рис. 7б). Скрытая теплота фазового перехода Q(T ) уменьшается с ростом темпе-
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ратуры и обращается в нуль при критической температуре T = Tкр. Сложность рассмотрения границ
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заключается в том, что во многих задачах возникают новые границы, исчезают старые и меняется их
топология. Достоинство метода LBE состоит в том, что он является методом сквозного счета границ раз-
дела фаз жидкость–пар. При этом границы раздела фаз в методе LBE представляют собой некоторые
переходные слои, в которых плотность плавно изменяется от плотности жидкости до плотности пара в со-
ответствии с кривой сосуществования фаз. Во времени плотность порции вещества при фазовом переходе
тоже изменяется постепенно. Нами предложено учитывать скрытую теплоту фазового перехода в методе
LBE следующим образом. Если не ставить задачу точно описать внутреннюю структуру переходного слоя
(рис. 7а), а учесть скрытую теплоту фазового перехода только интегрально по ширине переходного слоя,
то можно считать, что скрытая теплота тоже постепенно выделяется или поглощается внутри переходного
слоя на некотором участке изменения плотности в диапазоне ρ1 > ρ > ρ2 (рис. 7б) согласно уравнению

dE

dt
=

ρж(T )Q(T )

ρ2 − ρ1

dρ

dt
= −ρж(T )Q(T )

ρ2 − ρ1
ρ div (u∗).

В качестве значений ρ1 и ρ2 при каждой температуре могут использоваться значения плотности пара ρп

и жидкости ρж соответственно.
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теплоты фазового перехода; T̃0 = 0.8; ρ̃0 = 0.7; t = 50000
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Рис. 9. Двумерная капля жидкости радиусом R = 160 в насыщенном паре; распределение плотности (а, б) и
распределение внутренней энергии (в, г); u0x = 0.1h/∆t, u0y = −0.1h/∆t.

Сетка 1000×1000; t = 0 (а, в), 62000 (б, г)

На рис. 8 показаны результаты моделирования без учета (рис. 8а) и с учетом (рис. 8б) теплоты
фазового перехода. Во втором случае температура жидкой фазы заметно превышает начальную, так как
при конденсации пара выделяется скрытая теплота фазового перехода.

5. Двумерные тесты. Проведено моделирование двумерного течения (по модели D2Q9), состоящего
из круглой капли, находящейся в равновесии с насыщенным паром. Скорость течения направлена по
диагонали расчетной области (рис. 9). Использовались периодические граничные условия по x и по y. За
время t = 62 000 капля вместе с течением совершили более шести оборотов по диагонали, что соответствует
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27 диаметрам капли. Наблюдается изотропность результатов расчетов, т.е. круглая форма капли, при этом
паразитной диффузии внутренней энергии практически нет. Расчеты распараллеливались на четырех
ядрах процессора.

На рис. 10 показаны результаты двумерного моделирования спинодальной декомпозиции флюида
(ρ̃0 = 1) с начальной температурой T̃0 = 0.8 с учетом работы сил давления и скрытой теплоты фазового

перехода. Видно, что температура пара опускается до T̃0 ≈ 0.77, что меньше начальной из-за расширения,
а температура жидкости достигает T̃0 ≈ 0.83, что больше начальной, из-за выделения теплоты фазового
перехода. При дальнейшей эволюции системы температура выравнивается за счет теплопроводности.

6. Заключение. Впервые удалось применить метод дополнительного компонента LBE для уравнения
переноса энергии для случая течений с фазовыми переходами. В алгоритме учитывается теплопровод-
ность, работа сил давления и скрытая теплота фазового перехода. Реализованный алгоритм является
методом сквозного счета границ раздела фаз жидкость–пар, т.е. не требует выделения границ раздела
фаз и постановки на них граничных условий. Выполнены простые тесты, показывающие галилеевскую
инвариантность, малую схемную диффузию энергии и устойчивость метода.

Метод LBE с учетом тепломассопереноса применим для моделирования широкого круга течений с
фазовыми переходами и хорошо распараллеливается по технологии CUDA на многопроцессорных графи-
ческих ускорителях.
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Abstract: A new method is proposed for the computation of heat and mass transfer for the modeling
of flow of a medium with liquid–vapor phase transitions using the lattice Boltzmann equations (LBE). When
the phase boundaries are present, it is necessary to consider the equation of energy transfer. A second set of
LBE distribution functions is introduced in the form of a passive scalar that describes the transfer of internal
energy. In order to eliminate the spurious diffusion of energy at the interface with a high density ratio, special
pseudo-forces are introduced to prevent the passive scalar from expansion. The thermal conductivity and the
pressure work are taken into account in the energy equation. The latent heat of evaporation and condensation
is accounted in the energy equation for the inner region of a thin liquid–vapor transition layer. This allows
one to avoid tracking the interfaces. Several simple tests were carried out to demonstrate all the aspects of the
processes considered. It is shown that the Galilean invariance and the scaling of thermal conduction processes
hold. The proposed method has a low scheme diffusion for the internal energy and can be applied for modeling
a wide range of flows of two-phase media with the mass and heat transfer.

Keywords: lattice Boltzmann method, phase transitions, dynamics of multiphase fluids, heat and mass
transfer, mesoscopic methods, computer simulations.
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