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�������	�  !"� ��	� 	# ��$%& ��'�%& ��#����� (	#	�	� ) ����"���$ �$%���* ���

��+��"��,+�� -����"�����" ����
 ��� ��# �� ����"����		 	# .$�"��	��/�%& "�0��1*

� 	$���� ������-���"/ �������	
� 2�"� $�&��	0���	� �������	�* ��"��%$	 $% ��
3

0�� #�
$�$��* $���" -���#�"/�� �����/�� 0��"�%$ ���0��$ ��	'��	�* �� -�	$����$%�

$�"��% 	 $���	� !((��"% "� '� ��$%� � ����	& ��#����& (	#	�	�

�	
 �������� ��������	 ����� � ������� �����

��� �  !

����"�
�	
 ���0�
 ������"��/��
 �	�"�$%  $���� m �� -��'	��* 	$�,+�
 ��!((	3

�	��" �-�����"	 k � 4������	� ��	'��	�5

m
dv

dt
= −kx, 	�	 m

d2x

dt2
= −kx, 	�	 mẍ = −kx . 6���7

8"�  
������������ �������	�� 9��#��0��	� -��	#����%& -� ���$��	 "�0��$	

��� �����
 ���&��	" � :/,"����

;# �-%"� �	���* 0"� ��	'��	� "��� -��	��	0����� 6-��"���,+����7�

<	�� ����

��!"�$�* 0"��% ���	"/ �������	�* -�-�����$ -��	��	0����, (����	,*

&�"� �% x = A cos(ωt) � =����

ẋ = −Aω sin(ωt) , ẍ = −Aω2 cos(ωt) .

����"����� � 6���7* �	�	$* 0"� �������	� �%-�����"��* ���	 ω2 = k/m

-�	 �,��$ #��0��		 A� )��	0	�� ω ��#%���"�� �������� �������	


6	����� �������
 0��"�"�
7�

>����
 -�	$��  $�"�$�"	0���	
 $��"�	�* "� ��"/ "��� �� �	"	 ��	�% L 6�	��

���7� ��	 �"������		 �� $��%
 ���� ϕ = x/L ��"�'��	� T ≈ mg * ��#���+�,+��

�	�� F = −Tϕ = −mgx/L � ����0��$ �������	�

mẍ = −mg

L
· x .
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9�� -�&��	" �� �������	� ��� -��'	�% � #�$���
 k �� mg/L� ����
��" "���� '�

�����	�* 0��"�"� ω =
√

g/L � )���+� �������	� �	��

μẍ = −ξ · x

� -��"����%$	 ξ 	 μ 	�	 !��	�����"��� �$�

ẍ = −ω2 · x , 6���7

��� ω2 = ξ/μ * ��#%���"�� �������� ��������� ���	 ������/ -���0	"/ �������	�

�������	
* #��0	"* �'� ��
���� 0��"�"��

:� ���#�"��/�� ������ �	��
��� �����	��"� x � >�� (	#	0������ $�3

<	�� ����

�"�	�� 6�	�� ���7 � $�$��"�$ 	����		 I �"���	"��/�� "�0�	 -������ 	 �

���"��$ $��� �� ����"���		 L �" !"�
 "�0�	

Iε = Iϕ̈ = −mgL · ϕ ,

	 0��"�"� ω =
√

mgL/I � ����
 �������� T ��&��	"�� 	# �����	�

ωT = 2π , T = 2π/ω � ;����� 0��"�"�
 6�� �� �������
7 ��#%��," ν =

1/T = ω/2π 60	��� �������	
 � �������7�

@ "�$ '� ��-�&�$ � �������	, 6���7 -���
��" �����	� B sin(ωt) * � "��'� �,���

��$$� x = A cos(ωt) + B sin(ωt) � ���"����%� A 	 B �-������,"�� ��0��/�%$	 ����3

�	�$	 6��-�	$��* �����	��"�
 	 ������"/, $���% m7� ��	 t = 0 x(0) = A * ������"/

ẋ(0) = −Bω � ���	 �""���"/ -��'	�� 	 � $�$��" t = 0 �"-��"	"/ ���#* ����" 0	�"%


���	���* � -�	 ����"��$ "��0�� 	# -���'��	� ��������	�  0	�"%
 �	���� )�#$�'��

������ #�-	�/5 x = H cos(ωt − ϕ) � ��	 !"�$ H ��#%��," �������
��* ϕ  �� ��

�������	
� ������� � -����, (��$�5

H cos(ωt − ϕ) = H cos(ωt) cosϕ + H sin(ωt) sin ϕ ,

"�� 0"� A = H cos ϕ , B = H sin ϕ � 9���"�%
 -������5

A cos(ωt) + B sin(ωt) =
√

A2 + B2 ·
(

A√
A2 + B2

cos(ωt) +
B√

A2 + B2
sin(ωt)

)
,

�"���� H =
√

A2 + B2 , cos ϕ = A/
√

A2 + B2 , sin ϕ = B/
√

A2 + B2 � ������/��

������"% -���0���%& cos ϕ 	 sin ϕ � ��$$� ��," �* "���
 ���� ϕ ��
�"�	"��/�� ��3

+��"���"� ����0�* ABϕ = B/A �

���	 ��-�$�	"/ -�	$�� � 	# -� ��C 6�"�� ��7* �	���* 0"� ���+��	� -� ����'��3

�"	 $�'�� -����"��	"/* ��� ��� �������	� x = R cos(ωt) , y = R sin(ωt) � =�� ���

���"���"��$	"��/��� �������	� -��-���	����/�� ���	��3���"��� 	 ��-������� -��"	3

��-���'��* ��� x 	 y -���0	"�� �������	� �������	
  ���"����,+�� ��#���+�,+�


�	�% -��-���	����/�� �$�+��	,� ���	 ���#� �� ������"/�� �� �����	� �������	�

�������	
* $�'�� �%�� 	�-��/#���"/ !"	 ������'��	��



���� ��������� ������� ��� ���������� ��� !���� ��

�	" �������� #���$�� ��% ��������	 &��'���

>�� $���% �� -��'	�� #���� ��&�����	� !����		

mẋ2

2
+

kx2

2
= E = DEFGA . 6��H7

������	0�� ��� (	#	0������ $��"�	��

Iϕ̇2

2
+

mgLϕ2

2
= E = DEFGA .

6��"���	��/��� !����	�  �-��+����� �%��'��	� mgL(1 − cos ϕ) ��� $��%& �����7�

)���+�* 	����� ������� -	��"/ �$��"� �������	� �������	
 μẍ = −ξx �������	�

!����		5

μẋ2

2
+

ξx2

2
= E . 6��C7

;# ���� "��'� ���#� ��&��	"�� 0��"�"�5 ω2 = ξ/μ �

������5 I��	��� ����/#	" -� -��������* 	#����"�
 � �	�� �	����	�% y = −Y cos(kx) �

��	 $��%& x -�"���	��/��� !����	� U = mgy = −mgY + mgY k2x2/2 * �	��"	0�����

mẋ2/2 � ������ ������$�� � -�"���	��/��
 !����		 -��"����� 	 ����+��"�����* "�� 0"�

mẋ2/2 + mgY k2x2/2 = E 	 0��"�"� ω =
√

gkY �

:���"��%& �$�+��"* 0"� E ��	#���"��� 9�� 	 �� ��'�� ��� ��&�'���	� 0��"�"%�

>�� !����������" �������	
* "� ��"/ ��� "��	&* ��"��%� �-	�%��,"�� �	��
�%$

�������	�$ ��	'��	� 6���*���7 	�	 #�����$ ��&�����	� !����		 "	-� 6��H*��C7* 0��"�3

"� ω �  ������ �" !����		 6"� ��"/ �$-�	"��%7� :� !"�$ 	 �������� -�	$����	�

$��"�	�� 	 ����	& ������"��/�%& �	�"�$ � 0���&�

@������ �	��"	0����� !����	� 〈mẋ2/2〉 = mω2A2〈sin2(ωt)〉/2 * -�"���	��/���

〈kx2/2〉 = kA2〈cos2(ωt)〉/2 � J���* 0"� 〈sin2(ωt)〉 = 〈cos2(ωt)〉 = 1/2 � ��!"�$� �����	�

�	��"	0����� 	 -�"���	��/��� !����	� -�	 ���$��	0���	& �������	�& ����% 6	 ���

����% E/2 7�

�������	� "��� �� -��'	�� -��"�-���� #�"�&�,"� ��0�$� !"� -��	�&��	"K ) ����3

���		 �������	
 �0"�$ �	�� "���	�5

mẍ = −kx = bẋ 	�	 ẍ + 2γẋ + ω2x = 0 .

b ��#%���"�� ��!((	�	��"�$ 6��#����7 "���	�* γ = b/2m  ��!((	�	��"�$ #�"�&��	��

����0��* �%��," 	 ����	� #����% "���	�* �� -��� �����	0	$�� !"	$�

���"/ "���	� $���* "�� 0"� �������	� #�"�&�," $�������� 8����	� ����" $�������

�$��/��"/�� 6-���&��	"/ � "�-��75

ΔE = −
∫

bẋdx = −
∫

bv
dx

dt
dt = −b

∫
v2dt = −2b

m

∫
mv2

2
dt .



�L ����� �� ��	
����

��	 $���$ "���		 $�'�� �#�"/ $���� -��	���� �������	
* � ��'��$ 	# ��"��%&

�	��"	0����� !����	� �������"�� ������ -����	�% -����
 !����		 E * "�� 0"�∫
(mv2/2)dt ≈ 〈mv2/2〉 ∫ dt = (E/2)Δt � =����

ΔE

E
= −2γΔt , 	�	

dE

E
= −2γdt , ⇒ ln

(
E

E0

)
= −2γt , E = E0e

−2γt .

8����	� �������	
 #�"�&��" !��-�����	��/��� �$-�	"��% ������"	 	 �$�+��	� -��3

-���	����/�%
√

E * "�� 0"�

Vmax = V0e
−γt , xmax = x0e

−γt .

�% ����	* ��� 	#$����"�� �$-�	"��� ������"	� =�-��/ $�'�� �����"/ �����	�

�������	� �������	
 � "���	�$� ��-�����$ -�-���"� �������	� � ��%��,+�
 �$-�	3

"���
5

x = A sin(Ωt)e−kt ,

��� Ω 	 k ���� �-�����	"/ "��* 0"��% !"� �����	� ������"������ �������	,� )%0	�3

���$ -��	#����%�5

ẋ = AΩ cos(Ωt)e−kt − Ak sin(Ωt)e−kt ,

ẍ = −AΩ2 sin(Ωt)e−kt − 2AΩk cos(Ωt)e−kt + Ak2 sin(Ωt)e−kt .

����"�����$ � �������	�5

−AΩ2 sin(Ωt)e−kt − 2AΩk cos(Ωt)e−kt + Ak2 sin(Ωt)e−kt

+2γ(AΩ cos(Ωt)e−kt − Ak sin(Ωt)e−kt)

+ω2A sin(Ωt)e−kt = 0

@����+��$ �� A 	 �� e−kt 5

(−Ω2 + k2 − 2γk + ω2) sin(Ωt) + (−2Ωk + 2γΩ) cos(Ωt) = 0 .

>��'�% #�����"/�� �����	 -�	 sin 	 cos �"���/��* 	��0� �%
��" �� ���/* � (����	�

���$��	� 9"�,�� k = γ, Ω =
√

ω2 − γ2 , 	 -����� �����	�5

x = A sin(
√

ω2 − γ2 · t)e−γt .

M� ���$� τ = 1/γ * ��#%���$�� ����� #� �� ��������* �$-�	"��� �$��/���"��

� e ��# 6�� H?N7� =���� �����	� ����" -�	 ��#��$ "��0�� 6 x(0) = 0 * �	�� ��H7�

���	 "���	� ���	��* γ > ω * -���0��"�� $�	$�� Ω 6�����/ 	# �"�	��"��/����

0	���7� 	#	0���	 $�'�� �'	��"/ 	�0�#�����	� �������	
 6-����"��	$ ���� $��"�	�

� �	����7� ��-�����$ -���"� x = Ae−kt 5

(k2 − 2kγ + ω2)Ae−kt = 0 .



��"� #$� %����$� ���������� &�'����( ��

<	�� ��H� <	�� ��C�

:�&��	$ k = γ ±
√

γ2 − ω2 � ;$��"��* #��0	"* ��� �����	�5

x = Ae−γte−
√

γ2−ω2t 	 x = Be−γte
√

γ2−ω2t .

������/�� �������	� �	��
���* ��$$� �����	
 "�'� ����" �����	�$� >�� ��0��/����

�����	� x(0) = 0 $�'�� ��-	��"/

x = A

(
e
√

γ2−ω2t − e−
√

γ2−ω2t

2

)
e−γt = A sh

(√
γ2 − ω2t

)
e−γt .

� -��	#���/��
 �$-�	"���
 A 6�	�� ��C7� ����	� GO(x) = (ex − e−x)/2 ��#%���"3

�� �	-�����	0���	$ �	����$� M�$�"	$* 0"� 	# 	#���"��
 (��$��% 8
���� exp(ix) =

cos x+ i sin x -���0��"�� sin x = (eix−e−ix)/2i 	 �����	� -�	 γ > ω (��$��/�� ������"

	# ������"��/�����

�	( )*��+����*� �������%	 ,�!����

@������%� �������	� #�"�&�,"� P"��% �������	� -�����'��	�/ ���-���������� ���$�*

��'�� �%��'��,+�� �	��� 9���%
 	�"���� -����"�����" �	��* "�'� 	$�,+�� ������3

"��/�%
 &����"��� @��0��� -��"/ #�"�&��	� ��"5

ẍ + ω2x =
F0

m
cos(Ωt) .

<����	� ��"��"����� -�-������"/ � �	�� x = A cos(Ωt)  � 0��"�"�
 �%��'��,+�


�	�%� ����"�����$5

(−Ω2 + ω2)A cos(Ωt) =
F0

m
cos(Ωt)

	 �$-�	"��� A =
F0

m(ω2 − Ω2)
� M��	�	$��"/ A(Ω) -���#��� �� �	�� ��Q 6�-������ ��	3

���* ���"��+�� 	# ���& ��"��
7� ���	 �%��'��,+�� 0��"�"� $��/�� ����"�����
 ω *

��-������	� �$�+��	� 	 �%��'��,+�
 �	�% ���-���,"� ���	 '� Ω > ω * "� x 	#3

$����"�� � -��"	��(�#� � F � :� ���/ 	# ���"���	� -���� "��� ���'�� ��	��"/�� �

��-������		 F R



��� ����� �� ��	
����

8"�" -������� �����"�� �0�"�$ ��0��/�%& �����	
� � -���0����$� �����	,* ��3

���$ �� #��	��+�$� �" !"	& �����	
* $�'�� �����	"/ -��	#���/��� �����	�* �-	�%��3

,+�� �������%� �������	� 6� 0��"�"�
 ω7� 8"�3"� ������� 	 ���� -������"/* 0"��% ��3

0��/�%� �����	� �%-���	�	�/� <���/�� ��"/ $���� #�"�&��	�* 	 ����"����%� �������	�

0���# ������/�� ���$�� '	#�	 #�"�&��"� � ��'����	,* !"� �����'���	� �� ��$���"�	3

���" �������� �$��% ��-������	� �������	
 -�	 ����	0��		 0��"�"% �%��'��,+�


�	�%* � ������ ��#�����" "���, ��#$�'���"/� M�"� ����� ����	"/�� � "���
 �$��� #����

!��-��	$��"��/��* �����0	��� $��"�	� #� "�0�� -������ �%�"�� �	�� $��������

��� -���	��* ��� �� 	�"������" #��� �$-�	"��%

<	�� ��Q�

�������	
� :� �	�� ��Q -���"	��$ -���#��� �����,"3

��� ���	0	�� �$-�	"��% -�	 Ω > ω� )$��"� � .#����3

�%$1 �0��"��$ 6Ω < ω7 ���(	� �����'	" -	� �����3

��0��
 �%��"%� )	�	$* 0"� -�	 0��"�"�* ��	#��
 �

����"�����
 0��"�"� �	�"�$%* �$-�	"��� �������	


�0��/ ���	��� 8"� �����	� ��#%���"�� � ��������

����� �	�� �-������ � ��#������ �����0�"/ �,��,

�	�"�$�� ��'��* ��-�	$��* -����"/ ���# �,���� ��3

��* -�����	� ��� �� ������� 	 ��
�"��� � "��" ���3

�"����%$ �������	�$�

=�-��/ �0"�$ #�"�&��	�5

ẍ + 2γẋ + ω2x =
F0

m
cos(Ωt) .

���	 �% ������$�� 2γẋ ��$	�	������* �����	��"� �%�� �% ∼ sin(Ωt) * "� ��"/

���	�����/ �� π/2 -� (�#�� ���	 #�"�&��	� �� �"��/ ���	��* �������* 	 ���	� ��3

��" $��/��5 x = A cos(Ωt − ϕ) � ����"�����$* 	�-��/#�� �����"��� -������#����	�

cos(Ωt) = cos(Ωt − ϕ + ϕ) 5

A(−Ω2 + ω2) cos(Ωt − ϕ) − A2γΩ sin(Ωt − ϕ) =

F0

m
cos ϕ cos(Ωt − ϕ) − F0

m
sin ϕ sin(Ωt − ϕ)

9-�"/ �"���/�� ���� ���������	"/ cos(Ωt − ϕ) 	 sin(Ωt − ϕ) 5

A(−Ω2 + ω2) =
F0

m
cos ϕ , 2AγΩ =

F0

m
sin ϕ .

9"�,��

ABϕ =
2γΩ

ω2 − Ω2
, A =

F0/m√
(ω2 − Ω2)2 + (2γΩ)2

.

S��(	� A(Ω) ��#%���"�� � �������� ������ 6�	�� ��?7� ��	 $���$ γ  ��3

$%
 	�"�����%
 ���0�
  �"���� ������$�� -�� �����$ ����+��"�����* ���	 "��/�� ω

	 Ω �� �����	��,"��� M�"� -�	 ��#������ 	$���� "���	� �����	0	���" �$-�	"���T



��)� � (���*���(�+ ���

-�	 Ω = ω A = F0/2mγω 6��#������%
 -	� -�	 �0�"� "���	� 	$��" ����0��, �%3

��"�7� �	�	�� -	�� ΔΩ �-�������"�� ��%0�� 	# �����	�* 0"� ������$%� -�� �����$

��	�����% 6������/ 0.707 = 1/
√

2 75

ω2 − Ω2 ≈ 2ΩΔΩ = 2γΩ , ΔΩ = γ .

) !"�
 '� ��#�������
 �����"	 ��#�� $����"�� (�3

<	�� ��?�

#��%
 ���	�� ����� Ω #�$�"�� $��/�� ����"�����


0��"�"% 6�� ������/�� γ 7* "� ϕ � 1 * -�	 "�0��$

��#������ ϕ = π/2 * � -�	 Ω > ω �%�"�� -�	��	'�3

�"�� � π � =��	$ ����#�$* "���	� ������" �0	"%��"/

"��/�� ���	#	 ��#������� )���	 '� �������	� ����"

�	�� � (�#�* �	�� � -��"	��(�#� � �%��'��,+�


�	��
* ��� $% �'� �"$�0��	� �$-�	"��� "�'� -�3

���"��" #��	��"/ �" γ 5 �����	"� �	�� ��? 	 �	�� ��Q

��� $����� |A| � M�"�&��	� -�-���"� �����	0	���"

�������0�%
 -	� �	�� ��Q�

<�#����� �%���" ��� -���#�� 6$�#%���/�%� 	�3

�"��$��"%* ���	����#/7* "�� 	 ��'���"���� 6�"����	� �� ���$� #�$��"�����	�7�

�	- �������.�����/

�������	�* ��� $% �	���	* -��	�&���" ������ -���'��	� ��"�
0	���� ��������	�� :�

�%��," ��������	� 	 ����"�
0	�%�* 	# ��"��%& �	�"�$� �%&��	" ��$�-��	#���/��� P"�

$�'�� ���#�"/ � ��	'��		 -�	 "���
 �	"���		K

<	�� ���� <	�� ��L�

����"�
�	
 -�	$�� ����"�
0	���"	  $��"�	� ����& ������
 6�	�� ���7� :	"/* ��3

��0��* �� ���	"��T $���� m ����-���� �� �"��'��* ��"��%
 $�'�" ���+�"/�� ������

�	'��
 "�0�	� 4������	� ��	'��	� $���% m -�	 $���$ �"������		 �" ���"	���	5

mẍ =
mg

L
x 	�	 ẍ =

g

L
x ≡ γ2x .



��� ����� �� ��	
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4������	� -�&�'� �� �������	� �������	
* �� #��� � -����
 0��"	 �����
  �	�� ��

��#���+��"* � ����	" $���� 	# -���'��	� ��������	�� ��'�� 	�-��/#���"/ 	 !�����"	3

0���	
 -��&��� :�-�	$��* -��"/ 	$��"�� "��� �� ������
 ��#�%������"	* (��$� ��"�3

��
 #����"�� �������	�$ y = −(k/mg)·(x2/2) 6�	�� ��L7� ��$� ��!((	�	��"� �%�����

"��* 0"��% -�"���	��/��� !����	� �%��'����/ -�-��+�5 U = mgy = −kx2/2 � M���/

k 	$��" ��#$�����"/ ��!((	�	��"� �-�����"	 	 �-	�%���" ��	�	#�� ���% � ���&��


"�0��� >�� -��������"��� $��"�	�� -�	 $���$ �"������		 x �$�+��	� -� ���"	���	

y = x2/(2L) * 	 !��	�����"��� #��0��	� k = mg/L � =���� -�	 $��%& �"������	�&

mẋ2

2
− kx2

2
= E = DEFGA .

9-�"/* #� 	���,0��	�$ #����* -�&�'� �� �������	� !����		 ��� �������	
* �� -��'	��

��� ���"� 	$��" �"�	��"��/��, '��"���"/�

��&�'�* 0"� ��� ������"��/�%& �����	�  sin 	 cos  �� -���
��"� ;# ������3

"��� ������ 	#���"�%& ��$ (����	
 ��"����� 	#���0/ "���,* � ��"���
 -��	#������

-��-���	����/�� ��$�
 (����		� 8"�* ����0��* !��-����"�� ������$ x = Aebt * ��� b

-��� ��	#���"��� ����"�����$ � �������	�5

b2Aebt = γ2Aebt ,

�"���� b = ±γ � �$-�	"��� A �����"	���/ 	* #��0	"* $�'�" �%"/ �,���  $�'��

"���"/ ��������	� �%�"��� 	�	 $��������� ��!((	�	��" γ ��#$�����"	 �U� 6��� 	 �

0��"�"% �������	
 ω7* ��#%���"�� ��������� ����"�
0	���"	�

��� 	 ��� �������	
* ��"/ ��� �����	�5 Be−γt 	 Aeγt � 8"� �""���* 0"� ������3

�	� �"����� -������ 6�&��	" �"���� -��	#������7� ���"����%� B 	 A ��&���"��

	# ��0��/�%& �����	
� ) �"�	0	� �" ���0�� �������	
* !"	 ��� �����	� �����$ ��-�3

&�'	5 ���� ���"�" �� ���$���$* ������ ��%���"� ����"	0���	 �������"��* 0"��% -�	

�������%& ��0��/�%& �����	�& -���0	���/ A = 0 � ��!"�$� ����"�
0	���"/* � ��+�$*

��#���"��" �� ���$���$�

8"� ��#���"��	� �%�"���� P���# &����"����� ���$� τ = 1/γ ��0��/��� �$-�	3

"��� ��#���"�" � e = 2,71828 . . . ��#* 0���# 2τ � e2 ≈ 7,3 ��#�* 0���# 3τ  

-�	$���� � �� ��#* 	 "��� ���"/ $% &�"	$ -��"��	"/ �������� �� ��"�%
 ������

>�� ���� ���$� τ ∼ √
L/g ∼= 0,1 �� ���	 �"��	"/ �0��/ ������"��* $�'�� �%3

���'�"/ ���"	���/ � "�0���"/, �� �*�Q $$� =����� -������ ����" �$-�	"��� A  

-�	 B = 0 !"� -�-���"� ��0��/��� �"������	�� I���$ �0	"�"/* 0"� �������� �-��*

���	 �"������	� ���&���� ����� ���"	��� Q �$* "� ��"/ ��#����� � ���� ��#� =����

et/τ = 103 , t = τ · 3 ln(10) = τ · 3 · 2,3 = 7τ � =�-��/ � -�$�+/, ��#�	0�%& �����	&

-�	����� ��"����	$ �������� �+� "�0���  � �� ��#� )��$� -����	� ����	0	"�� �����

�� 2,3τ � >�'� ���	 $�'�� ���	"/�� "�0���"	 -������ �"�$�%& ��#$����  0,5 · 10−8

�$* 0"� ����+�3"� ��$�	"��/��* -���0	"�� ����� τ · 9 ln(10) ≈ 20τ � M��0	"* ��������



��)� � (���*���(�+ ��H

�	����� � '	#�	 �� -�����'	"�� ���/�� ���& ������� ��	 !"�$ ��� ����� �� ���� ��$�3

"� "����"/T �� -�������� �-���" ��$� � ���	 ��� �%�"��	"/ .	����/��1* "� ��� �%����"

	# ��������	� �,��� �������	� ��#��&��

) ��+�$ $�'�� ���#�"/* 0"� ���$� ��#�	"	� ����"�
0	���"	 ������ -������

��������" &����"���%& ���$�� τ = 1/γ � 8��-�����	��/�%
 ���" �0��/ �%�"�%
*

	 ��� ���"	'��	� #�������� ������ �"������	� �" ��������	� ��'�� ���$�* -�0"	 ��

#��	��+�� �" !"��� �������

<��" �������	� M�$�	  "�'� ��������#��� ����"�
0	���"/� ���	 ��� ����	���"��*

���'�$* #� �Q ��"* "� #� Q� �0�"���	"��* � #� ���  ��#���"�" � �? ��#� )��$� ������	� ���

�������	�* �-	�%��,+��� ����"�
0	���"/* ����� ln 2/γ ≈ 0,7/γ � ) ��
�"�	"��/���"	 �

���"��+�� ���$� ���" �������	� M�$�	 -��	�&��	" �+� �%�"���� 8"� $�'�� ��V���	"/

"�$* 0"� �� ���$���$ ��#���"��" ���� �%�"�� ��#$��'�,+	&�� ���--� ) ��#��/"�"�

��!((	�	��" γ ���"�" �� ���$���$� ��'��� -������,+�� ������	� "�����" $��/��

���$��	�

8��-�����	��/�� ��#�	��,+	
�� -������ ������ -�	����"��" &����"�� �#�%��� 8"�

	��,�"�	���"�� 	#���"��
 	��	
���
 �������
 �� 	#����"�"��� ��&$�"� ������ � ��3

0��"�� ������% -�-���	� -���'	"/ �� ���� ���"�� ����	 #����* �� �"���,  ���* ��

"��"/,  0�"%��* 	 "��� )���� -������	"�� 264 − 1 ≈ 1019 #����* 	�	 -������ 3 · 1011

"���� >�'� ��
0�� �� M�$�� ������
 ���� #���� $��/�� -�	$���� � H�� ��#�

=� '� ��$�� -���0	$* ��
�� ���$� ���"	'��	� ������� ������5

t = τ · ln(x/x0) .

��	 ���/��$ �"�����		 x/x0 ���$� -�0"	 �� #��	�	" �" !"��� �"�����	�� :�-�	$��*

-�	 x/x0 = 106 -���0	$ ≈ 14τ * � -�	 ���"� ����$��"� �+� � ��� ��# ����" ≈ 18,4τ

 ����� �� H�N ���/��� W����	($ 	 ���'�� $���"/�� �����* ��� ����"��� (����	�

� �%�"�� $���,+�
�� !��-����"�� 4 (	#	��� ��'� ��"/ -��������5 .W����	($  !"�

�� (����	�1� P��"� -�����,"�� �����	($	0���	� ���&��	$��"	* �� 	& �	�"� �'� ��

-����"��* "�� ��� ������ $�'�� �����	0	"/ ����$��"* -�	0�$ �� �0��/ ��'��* �� ����$

������5 ���"�"�0�� �����	� )�#���+���/ � !�����		* �"$�"	$* 0"� -�	 !��-�����	��/3

��$ ���"� !����$	�	 6�� α -�����"�� � ���5 e0,01αt 7 ���$� 	�0��-��	� -�	����%&

�������� ����� ������/�	$ &����"���%$ ���$���$ 100/α � ������� �" ���	0��"��

!"	& ���������

<�#�$��"��* �	����� ����"�
0	���"/ �� $�'�" ��#�	��"/�� !��-�����	��/�� ������

���$�� :�-�	$��* -���,+	
 �������� �� $�'�" 	$�"/ �������	� ���/�� g � ��	 ��

$���$ ���� ������� �	��
��� �������	� -����"���" �%-����"/��� )����� ����"�
0	3

���"/ � ���� ���$� -���&��	" � ���	��
��, �"��	,� 9�%0�� -�	 !"�$ !��-�����	��/3

�%
 ���" �$����"�� ����� $������%$ �"�-���%$* &�"� �%��," ����"�%� -�	$��%  

��$�������,+	��� -������% "	-� "�-������ �#�%�� 	�	 ����	"��	������ �����-���

�������� �	
����� ������������ � �	
������ �����
�� �
�����
�� ���������� ���

�������� �� ����� �
����� γ2 �
 −(iγ)2 � ��� i � ��� ���
� ��� 
� !���
 "����
����
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�	
������ "� #�	�� �����
�������

ẍ = −(iγ)2x ,

�� � ����� �
������ ω = iγ � $�	�
���� ����� �"������
�� %�����
�������& 	�'���

�"
 sin(ωt)  cos(ωt) � (��������� �
"	��	� cos(ωt) = (eiωt +e−iωt)/2 � �� "	 ����� �
����

�� �
� 	
� "����
��� ������������� ���"������� )�	
���� �����
�� ����� 	
���
�	�
��

�
� %�������������& � ����� ��	�������� * ��+�� ����
� �	
����� ����� ����	�
��

%�
�����&� ��,+�, �
� ������������,� �
�  ����, �
���� �
� ���� ��� �
���
,+� ���

���
��� -����������
� ����"���
�� �����
��� ���
� � �
������ �� ��
�
 � �
���
��

� 	��� �������������

0����+���� 
	 �����/ �����%

-�� ���'��� "���
�� �
���
,+� �����
�� "�����
 ����� "	���
� ���
�����
� ������

��
���� �	���� (���� �
��
 �
 "	������ "	����� "������� 	
�������� ��� ���	���� V

�
���
���
� ����� 	
� �"	��� ��
	��� �
��� �	��� Δm � .	��� �����
�� � ���������

���	����, 2V  ����� �
��� �"����
/ Δp = 2V Δm 0 �	����� ��
 �
 "�	�� F ≈ 2V Δm/T

�
� 	
� "	�"�	 ��
���
 V � "	��� b = 2Δm/T �

���	���� ���
 "���� "�	���� ��
	
 V1 = V0 − 2V0Δm/m = V0(1− 2Δm/m) � (���� ���	���
����� V2 = V1(1 − 2Δm/m) = V0(1 − 2Δm/m)2 � 
 "���� n ��
	�� 1"�	����2 Vn = V0(1 −
2Δm/m)n � �� ��� ��
��� �
� �������� ����� ������ � 3 1 Δm � m 2 � ����'�, ���"����

4��� 5�,���
 ����� �� ������� �
� �
� "	 n > 2m/Δm "������� ��	 
������� �����

(�	�"'�� ��	
���� � ���

Vn = V0

[(
1 − 2Δm

m

)−m/2Δm
]−(2Δm/m)·n

.

* ��
�	
���� ������ "����
���� ���� e 1�
���
������� "	����2� (������ Vn =
V0 exp(−2Δmn/m) �� ��� ��	
��� Δm  n = t/T �

V (t) = V0 exp
(
− bt

m

)
.

(��
�
���� ���
 �	����� ����� ����� ����� ����'�� ��� �� "������ ��	����� "���	

���	�� �� �
������� 
�
�����
��

0����+���� "	 ��$�����.����� �������%

� ��������� 
�"����� �����
�� �����
,� ����� ������� 6
�����	� ��
 �
	��
 q �

"	��� ���� �
�	�"���� 
 ��	��� ����� ���
���� "� ��	��
� 1	�� 7�82� 5
 ��	���

��������� ��
� F = −mg + q2/x2 � 9������ "������� 	
������� x0 = q/
√

mg � :
"'��

�� ������� �� ��	
 ��
���������� �
���� ������� ��� ���������� k = 1/(4πε0)� ����� ��
����
�� �	� ��
����� � � �����
��� ���
���� � ����������� ���������



��)� � (���*���(�+ ��Q

��� ���� "������� 	
������� � "	 x = x0 + y � "	��� y �
��/

F = −mg +
q2

(x0 + y)2
= −mg +

q2

x2
0

(
1 +

y

x0

)−2

≈ −mg +
q2

x2
0

− 2
q2

x3
0

· y .

(�	��� ��
 ��
�
���� 
����
����� ������
��� � ��� ��
 � "������ 	
�������� 	
���

������� �����
�� (����
�� �	
����� ������/

mÿ = −2
q2

x3
0

· y ,

�� ���� �	
����� �����
�� � �
������ ω2 = q2/(mx3
0) �

<	�� ���� <	�� ����� <	�� �����

*���+�� ��� � ����� x0 #��� � F (x) ��	
+
���� � ����� �� ���� ���� ���� F ≈
(x− x0) · (dF/dx)|x0 � 5� ��� � ������ "�	��� "	������� 9�������� ��� ����
����� ��	�'�

#���  	
��
�
,��� � ��� ������	/

F (x) = F (x0) +
(x − x0)

1
· dF

dx

∣∣∣∣∣
x0

+
(x − x0)2

1 · 2 · d2F

dx2

∣∣∣∣∣
x0

+
(x − x0)3

1 · 2 · 3 · d3F

dx3

∣∣∣∣∣
x0

+ . . .

:�
��� �����,+� "	������ ��� ��� ����	�
� ��
�
���� ∼ (x − x0)2 � �
 �� (x −
x0)3 �  �� �� �������������� "���� 
���
� ���	�� ����� ����	�
�� "�"	
�� ∼ (x − x0)3 

(x − x0)4 �
��
�
�
 ������ 1�
���������2� ��� �
�� "�	�
� "�"	
��
� ;	
����� ������ �
"'���

����	�� x �� 	
�������/

ẍ + ω2x + bx2 = 0 .

(���� 
���
� ��
 ��
������ �������	����� U ∼ ω2x2/2 + bx3/3 1	�� 7�3<2� 9���
 �����

"�	����
 "��������� ��������� �	����� ��
���� x � ;�	������ �	
������ ���
�� ��� ���	�

��
�
 � ����
 "��������� ������  �������/ x = δ + A cos(ωt) � (����
��

ω2δ + b
A2

2
= 0 ,  ���+��� δ = −b

A2

2ω2
.
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 ẋ2 � �
� �
� ����

�+� ��	��
���
� ���	����� 5
 ���� �
�
�� -� 4�	���� "	��������		��
� "����� �������

5�,���
�

-�� �	��� y = y(x) "���� 
���
� ���	�� U = mgy � *����� ���� ����� �	���

s � ����
 ��������
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y = R(1 − cos ϕ) 1�����	������ ��� 2R sin2(ϕ/2))

x = R(ϕ + sin ϕ) .

5���� ����
 ϕ = 0 ; dx = R(1+cos ϕ)dϕ , dy = R sin ϕdϕ � ���
�� ������� ���� ���/

ds =
√

dx2 + dy2 = R
√

2(1 + cos ϕ)dϕ = 2R cos(ϕ/2)dϕ .

-��
 s =
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2R cos(ϕ/2)dϕ = 4R sin(ϕ/2) � -������������ "����
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mṡ2
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