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 ����� �!��"��� �� ����������#	� $������ � ���� ��#� �� ��	 #��	%		 �#��#	&

�	�' � %�� #�� 	' �	�(  �"�� 	� ���$�  ���' ����$� �	��� �� ������ � ����������#		

$������ 	����)#��� ��*� �� ������ �$� �( ��	�	$' % � � �!�	& ���%��& ���	%�� ��

$������ � ��##�$ ��� ��#		 ��������+ �� � ��#��#�$ 	& �#���	�$	�

��� ���������� ���������� ������ �!���� "�!#$��%

��

,� �	& ��� $( �!&��	�	�) ����#	$	 &���� ��	-

.	�� /���

� 	��$	' ����� ����#������� 	%#�
 ������ 	 $�������

0� !(��� #�"#� !���� �� ��)#�� 	#1��$��	�' #�-

��	$��' ����� ���� $������ 	$��  ���+- � �#���	+�

2*-*� $��������#��� ��	"�#	�  ��	� *���#�$��#�� 	

!��� � � 	� 	%���	$	�

.���$� �	$ � ��! ��*��&�' ��	��+3	
�� #� ���-

3���� S' 	 ��� ) � #��� *���##��  �$���� ��� T � �(-

��*��$ 	* #��� �����	
 ���
  ��3	#�
 dh' �� ��(


���"�# #�&��	 )�� � ���#����		 4�	��#�� /��56

mngSdh = SΔP = −SkTΔn .

7#�� − ����	���'  �� ��� � �(�� �
 n ����� � ����%��$ ����#�#	�

dn

n
=

mg

kT
dh , ⇒ n = n0 exp

(
−mgh

kT

)
. 4/��5

,�� �����#	� � �+�� ������ ���	
��������� �	�
���6

P = P0 exp

(
−mgh

kT

)
.
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����*� ��) �����#�# ( $�"#� #��	�� ) ��� μgh/RT ' 	�	 h/H ' ��� H = kT/mg =

RT/μg :  �� #�*(���$�� �(�� � � $��1��(� ,�� *�$#�
 � $��1��( H = 8 ·300/(0,030 ·
10) = 8 · 103 $ ; 8 �$� .�*�$�� ��' � � #� *#�%	 ' % � #� ���� �(�� ( 8 �$ $�"#�

�(��#� ) ������ � ��� � �6 ��� #�� ) 	 �����#	� $�#�+ �� ��� ���##�' 	 #�  ���


�(�� � ���"#( ���� ) � e ��*� �(�� � H ����*�� $�#)�� ���	��� 7�$�	' ��%�$� $( 	

#� �%	 (���	 ��	�	*#( *�$#�
 �����&#�� 	� 0�� ���3����
 S #�&��	 �� ���#�� %	���

$������

N = S

∞∫
0

ndh = Sn0

∞∫
0

exp(−mgh/kT ) dh = S
kT

mg
n0 = SHn0 .

2$�
 � $��1��� ��#����#�+ ��� #�� ) n0' �#� *����#�-

.	�� /���

�� !( ���
  ��3	#�
 H � <��$� �	%����� 	��+� ���	�6 ���-

3��) ��� �����#�# �
 ���#� ���3��	 ���$�����)#	�� 4�	��

/��5� ��$��)#� � $��1��� ���� 	��� �� �� !����#�%#�� 	'

#� 	*-*� !(� ���� �����#	� �����#�# ( #� �(�� �& �����-

�� ���� ��� H ��	�� � �	� ��*��&�' ������#� 4/��5' ���"#�

!( ) #���3�� ��##($� .���)#� � $��1��� #� 	*� ��$	%�-

����' ���&#	� ���	 �	�)#� #���� (' % � ���	����# #� ����	-

%�#	+ H � ��� �$� #��� ��(� ����( ��*��&� *�$�%�+ �� #�

�(�� �& � �� #	 �$'  ��$�*� ��� #	�	 7�$�	' 	  ���

�( ����%	�	 ����������#	� $������ ��*� �� �(�� �� =����) ��	$�#	$ ��� #� ����-

 	�� 	 *���#� �*#��$' *�%�$ �#� #�"#�� .���%	 ��$ ����#++ �� �#�	��)#�+ �#���	+

$������( ��*��&�� > � !��� 4�#���	� ���& $������5?4	& ���	%�� ��56

〈U〉 =

∞∫
0

mghn0 exp(−mgh/kT ) dh

/ ∞∫
0

n0 exp(−mgh/kT ) dh .

.�*�$#� �!�*#�%	 ) mgh/kT = x@ dh = (kT/mg)dx� =����

〈U〉 = kT

∞∫
0

x exp(−x) dx

/ ∞∫
0

exp(−x) dx = kT ,

 �� ��� �!� 	# ������ ���#( �� ��� 	 ��������� �"	�� )' ����#�� �� �#�	��)#��

�#���	� $������( �������  ������
� =����) ����*#� �� ) �3� ��#�  ������#	�  ��-

���$��� 	 ��	 ��� ��##�$ �����#		 CP 4#���$#	$' % � � � CV + R5� ����� $( ����$

#�!��)��
 �!A�$ ��*� ��	 P = BCDEF'  ���� 	�� #� �#� ��##++ �#���	+ 	 �3� #�

��!� � ����	��#	�' ���	*���	$�+ #�� �� ��)#�
 � $��1���
� 0� ���	 ��� ) ��+ � -

$��1���'  � ��!� � ) ����� #� #�� %�$ : #�� � $��1���
 �����$� =����) ��#�' % �

��	&��	 �� ����	%	�� ) �� �#�	��)#�+ �#���	+ ��*��&�' ��� ��* #� $��) #��� !��� 

�����#	 ��)#� RΔT �� ����#�#	+ � #������$ ��	 V = BCDEF� � $��1��� ��	 #������

��*!�&�� �
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���	 $������( $��� 	$� ) �� �#�	��)#�+ �#���	+ U 4#� �!�*� ��)#� � ����  �-

"�� 	5'  �

n = n0 exp

(
− U

kT

)
,

��� n0 : ��#��# ���	� $������ � ��� ��#		 � U = 0� > � �!�!3�#	� !���$� �	%����


1��$��( 	 #�*(��� �� ������������
 �	���
����

��*$�"�# �����
 ���&�� � �(���� � ��� ����������#	�� ��� #�� ) $������ ������ 

� �(�� �
� > � �(*(��� �	11�*	�##(
 �� �� $������ �#	*� ����&� � ���#����		 �#

��$��#�	��� �� ����#	�$ $������ � ����  �"�� 	� 7� ���$� τ $�"�� �������#	�$	

$������� #�!	��� ������ ) gτ ' � ����� ����� �! � �$ *�!(��� ' 	 ��	&��	 �� #�!	�� )

#�������##�+ ������ ) �#���� 2* ����#� �� �� ����

ngτ = ng
λ

vT
= −D

dn

dh
= −λvT

3

dn

dh
,

����%��$
dn

n
= −3g

v2
T

dh = −mg

kT
dh ,

% � ��� ��� ) !���$� �	%����+ 1��$���� ������' � 	 �����"��#	� �������+ %	�-

��##(� ���11	�	�# ( ������� �' #� ����#�#	� � ����������#	�$ H��)�$�#� ��*����� 

�� �#��	 ) ��� �� � �	��

=����) $�"#� ������� ��#	 ) ����������#	�

.	�� /�9�

H��)�$�#� #� !���� �	���	
 ����� I$������J : !��-

�#����	� %�� 	�(� ���11	�	�# �	11�*		 %�� 	�(

���#	$  ��"� 	* �����	� ����#� �� �� ����

nu =
nmg

β
= −D

dn

dh
,

��� u : #�������##�� ������ ) %�� 	�(' β : ���11	-

�	�#  ��#	� 4�	�� ; β·������ )5� ���� ����� ���-

�������#	� H��)�$�#�' n = n0 exp(−mgh/kT )' ����-

%	$ D = kT/β� > � ����#� �� #�*(��� �� �		��	�

����
 ���������� ��	 � ������$ ��"	$�  ��-

#	� β = 6πηr� 0���	$��' ��� $	���##(& %�� 	� �

���� D = kT/(6πηr) = 2 · 10−9 �$2?�� ,��  ��	&

"� %�� 	� I�(�� �J ����������#	� H��)�$�#� !��� 

kT/mg = 10−5 �$'  � �� ) �?�� ���	����

� #�%��� KK ���� L������# 4�8/�:��G�5 ��������  ��	� ������	$�# (' #�!�+���

���	%�� �� %�� 	�' �*����##(& � ����' � ���� *��#	� $	�������� � $���
 ���!	#�


��*��� 	 � *��	�	$�� 	 � �(�� (' 	 �������	� ��� ��##�+ H��)�$�#� k� �	�#�' % �

��( ( !(�	 #�  ��	� ���� (�� 7�$� #� �$�#)�	 ) %�� 	�( #��)*�' 	#�%� 	& #� !��� 
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�	�#� � $	������� 4��	#� ���#( ��� � : ���� (� ���	 $	���#�5� 0�����)�� �!���-

%�� ���� �����%�� ) 4$�"#� ����!�� ) $� ��	�� %�� 	� #�$#��� ��� #�� ���(' % �

���#��	�)#� �$�#)��#	+ $���(' ���"�$' #� �������5� N�� 	�( ���"#( !( )  �%#�

��	#����($	' 	 �� ) �3� ��� ����	&  ���#�� �
�

���$�  ���' �����# 	��������� �	11�*	�##�� ����$�3�#	�  ��	& %�� 	�� 7� 9� �

�$�3�#	� %�� 	�( ���"#� !( ) �������
√

Dt ∼ 2·10−4 �$� 2* #�!�+��#	
 $�"#� ����-

%	 ) ���	%	#� D 	' *#�%	 ' ��� ��##�+ H��)�$�#�� O�#����$�##� ��������� �� %	���

�������� 4NA = R/k5� O!� ���&��� ���	 !�	*�	� ��*��) � (� ����� ��( �� �����-

#� ����)#�� ) $������ � ��� �%	 � )�� ����*�##�
� � ��%�� �� %�� 	� 	����)*����	�)

���	�	 	* �$��( ��$$	�� � 	�	 $�� 	�	� > � �(!�� �����������' � %�� #�� 	' !�	-

*�� )+ ��� #�� �
 $� ��	��� 	 ���(� � � 	& ��( �& � �	���	& �������& 	*$�#��	�)

��*$��( %�� 	� 4� 2,12·10−5 �� 55·10−5 �$5' ��*��� ) "	���� 	 4� ��M ��*5'  �$���� �-

��� 0� �	��#�� /�9 	*�!��"�#( ��������� ��)#� 	*$���##(� �����#�$ %���* t = 30 �

����"�#	�  ��& !���#����	& %�� 	� ���	��� 0,52 $�$� �	�	#� ���� *��#	� 68 $�$�

��& ������ �!���� ��'���!!�� �������!���� �������%

��(� )'�����# *���+��'�, ���'$��

�������( ��#� 	$�+ #���	#����(� ������ 	� P$�� �# ������ �! 	& ����������#		 ��

������ �$' � 	$�##�' ����� ���� $������ 	$�� #��� ���+ ������ )� �	�	$�' 	��� )

$������� �  �%#� *���##�
 ������ )+' ���"�$' �� ��	 K' !������*#�' 	 ��*�$#�� ����-

�	 ) � ������#		 � #��� ��(
 	# ����� ������ �
� ���	 ���#�� %	��� $������ N '  �

	# �����+3�� #�� ���� �������	�#��)#� 	# ������6

dN

N
= f(vx)dvx .

=�' % � �� ����) #�	*��� #($' 	 �� ) 	# �����+3�� #�� 1�#��	� ����������#	� �� ���-

��� �$ f(vx)� > � ������ � ����� #�� ) $������� 	$� ) ������ ) � ��	#	%#�$ 	# ����-

�� ��*�� vx� .�*$��#�� ) 1�#��		 ����������#	� �� ������ �$ Q�?�$R' 	 �� &���� ��#��

���	%	#� ���"#� !( ) ������� �!�� #�
  ������
 ������ 	 $�������

�����!��$ ���*� ) ����������#	� �� ������ �$ � 	*��� #($ �"� #�$ ����������#	-

�$ H��)�$�#�� ��� ) #��� ��(
 �!A�$ ��*����# ���#	��
' ����� � �� ���
 $������(

#� 	$�+ �� �#�	��)#�
 �#���		' � ������ 	$�+ U ' ��	%�$ U > 0� ������ $�"#�

����!�� )  ���+ ������ ) V ' % � mV 2/2 = U � S�����#� ����������#	+ H��)�$�#�'

$������ ������ $�#)��6

n = n0 exp

(
− U

kT

)
= n0 exp

(
−mV 2

2kT

)
.

.�*�$�� ��' � ���#����		  �$���� ��( � �!�	& %�� �& ������ ��	#����(� ,��"#( !( )
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���#( 	 �� ��	 $������ ����� #������ 	 ������ #�����6

n0

∞∫
V

vxf(vx) dvx = n

∞∫
0

vxf(vx) dvx .

��"��� ������ �� ������ )+ vx ��� ����� � �� ��' �������	�#��)#(
 ����
 �����-

� 	� � ����
 %�� 	 	# ���	����#	� ������	 �� � $	#	$��)#�
 ������ 	 V ' �� ���


��� ��* &�� 	 ��� ��������#	� �� �#�	��)#��� !��)���� S����� "� ����� 	 �+!��

$�������' �	�) !( �#� �� ��� � #�"#�+ � ���#�� ���!3�- � ����(
 	# ����� ����	�)-

#�� �	�� ) � −∞ �� 0' #� 	* �	$$� �		 �#  ���
 "�' ��� � 0 �� ∞� O!� 	# ������

	$�+ ��*$��#�� ) ������ 	' ��	%�$ ����(
 : � � ���� � #��� ���� ����#�� ������ )

$������' �������  ������
� U��(
 "� *��	�	 �3� � �������� �� �#�	��)#�
 �#���		

%���* ������ 	# ���	����#	� V =
√

2U/m�

����	11���#�	���$ �!� %�� 	 ����#� �� �� ���� �� ���#	%#�
 ������ 	 V � S����

����%	 �� ���(# �����)#�� 1�#��	� � $	#���$ 4#	"#	
 ������5' ������ � V *��	�	 

 ��)�� ��� #�� ) n6

−n0V f(V ) = n0
d

dV
exp

(
−mV 2

2kT

) ∞∫
0

vxf(vx) dvx = −n0V · m

kT
exp

(
−mV 2

2kT

) ∞∫
0

vxf(vx) dvx .

����%��$

f(V ) = A exp

(
−mV 2

2kT

)
,

��� ���11	�	�# A *��	�	 �  �$���� ��(' � �� ���	%	#� �# ������� �!�� #�
  ��-

����
 ������ 	� O��#%� ��)#� 	$��$ ����������#	� �� ������ 	 vx6

dN

N
= A exp

(
−mv2

x

2kT

)
dvx =

( m

2πkT

)1/2

· exp

(
−mv2

x

2kT

)
dvx .

7���) #��	��#� �3� 	 *#�%�#	� A � #��� ��($ ���-

.	�� /�G�

��"�#	�$ ��!( 	
� ��"#� !(�� ���� � #��	�� )

� � ����������#	� �� �#����		 � !��)�$�#����	$@

 ��)�� �	#� 	%����� �#���	� *�$�#�� �� �#�	-

��)#�+� �( ����%	�	 ��	# 	* ���	�# �� �������

������ ���� �����

<��1	� ��#�$��#��� ����������#	� �������-

�� 4�	�� /�G5 : ���������!��*#�� ��	���' �� #�*(-

��+ �� 	� !������ S	$$� �	� ��	��
 ����*(-

��� ' % � �!� #�������#	� ������ 	 ���#������ #(� 0�	!���� ����� #( ������ 	 vx

�!�	*	 #���� 0�
��$ ����� 	 ���11	�	�# A 	* �����	�

1

N

∫
N

dN =

∞∫
−∞

f(vx) dvx = A

∞∫
−∞

exp

(
−mv2

x

2kT

)
dvx = 1 ,
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% � ������ � �*#�%�� ' % � ����+- � ������ ) 	$�� �+!�� $��������

� 	# ������ ��� ����3�#	� �!�*#�%��$ mv2
x/(2kT ) = x2 4x : !�*��*$��#�� ����-

$�##�� 	# ���	����#	�@ dvx =
√

2kT/m · dx� ����%��$

A
√

2kT/m

∞∫
−∞

exp(−x2) dx = 1 .

������#	
 	# ����� : � � ���3��) ��� ����#� ��������##�
 ��	��
' #	 � %��� #�

*��	��3��'  ��� ���� � �����- � %	��� ������� �� ��� $�"#� #�
 	 %	���##�' #� $�"#�

	 �#��	 	%���	' I#� ����&J� O!�*#�%��$ ��� J � =����

J2 =

∫
exp(−x2) dx ·

∫
exp(−y2) dy =

∫ ∫
exp(−(x2 + y2)) dxdy ,

�� �$� % � ���	*����#	� ��$$ : � � ��$$� �����*$�"#(& ���	*����#	
� 2# ����� !�-

�� �� �� ���
 ������� 	 KV' dxdy : � � ���$�# ��#�� ���3����� P��!#�� ����*� )

������� ) #�  �#�	� ���)��6

J2 =

∞∫
0

exp(−r2) · 2πr dr = π

∞∫
0

exp(−z) dz = π .

�	�	$' % � J =
√

π 	 ���#%� ��)#� A =
√

m/(2πkT )�

S � 	$ ����������#	�$ �"� ��*$�"#( ���-���	� �(%	���#	�� 0�
��$ ��� #�%���

�� �� $������ %���* ��	#	%#�+ ���3���� 4%	��� ������ � � �#��56

j = n

∞∫
0

vxf(vx)dvx = n
( m

2πkT

)1/2
∞∫

0

vx exp

(
−mv2

x

2kT

)
dvx .

> � 	# ����� ���3�'  �� ��� $�"#� �#�� 	 vx ��� �	11���#�	��� O!�*#�%��$

mv2
x/(2kT ) = x'  ����

j = n
( m

2πkT

)1/2 kT

m

∞∫
0

exp(−x) dx = n

(
kT

2πm

)1/2

= n

√
3kT

m

1√
6π

.

,� �	& ��� $( ���#	���	 �� �� ��� nvT /6@  ����) �	�#�' % � ����	�)#(
 ���11	�	�# 

1/
√

6π = 0,2303 �$�� � 1/6 = 0,16676 � �	%	� � 1,382 ��*�� O!(%#� �� �� �	�� � �	��

n〈v〉/4' ��� 〈v〉 =
√

8kT/πm :  �� #�*(���$(
 ����#	
 $����) ������ 	 = 0,9213vT �

0�
��$ ����#	
 ������ ������ 	

〈v2
x〉 =

∞∫
0

v2
xf(vx)dvx

/ ∞∫
0

f(vx)dvx =

∞∫
0

v2
x exp

(
−mv2

x

2kT

)
dvx

/ ∞∫
0

exp

(
−mv2

x

2kT

)
dvx .

��"#� !�� ) 	# ����� 40 ÷∞5 	* �	$$� �		� O!�*#�%��$ m/2kT = β� =����

〈v2
x〉 =

∞∫
0

v2
x exp(−βv2

x)dvx

/ ∞∫
0

exp(−βv2
x)dvx = − d

dβ
ln

⎛
⎝

∞∫
0

exp(−βv2
x)dvx

⎞
⎠ .
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� 	# ������ �$#�"��$ 	 ���	$ vx #�
√

β@ vx

√
β = u6

〈v2
x〉 = − d

dβ
ln

⎛
⎝ 1√

β

∞∫
0

exp(−u2)du

⎞
⎠ = − d

dβ
ln

(
1√
β

)
=

1

2β
=

kT

m
.

S���#�� �	#� 	%����� �#���	� !��� mv2
x/2 = kT/2� 0� �	�#�' % � $( ����%	�	 % �-

 � #����6 ��!� ( �������#� $#���' � ��*��) � $( *#��	 *���#��� 0� ��$�$ "� ����

 ��)�� % � ����*�#�  ����$� 	 �� �	����������� �#���		 �� � ���#�$ ���!��(6

���	 �#���	� �������	�#��)#� ������ � �����	#� 	�	 ������ �
'  ��	� "� �(�����	

���� kT/2 #� �+!�+ � ���#) ���!��( ��	 �����	%����
 4��������� : H��)�$�#�5

� � 	� 	���

���	 ����$� �	�� )  �	 ��$��#�# ( ������ 	'  � �#	 ���#�����#(6

dN

N
=

( m

2πkT

)3/2

· exp

(
−m(v2

x + v2
y + v2

z)

2kT

)
dvxdvydvz . 4/��5

���	 �3� #�������#	� ������ 	 #� ��"#�' ���!#�� ���)*��� )�� #� ����������	����$

� ���� ��#� �� ������ �
' � �����($ ����$6

dN

N
=

( m

2πkT

)3/2

· exp

(
−mv2

2kT

)
4πv2dv .

S	 ���	�' � �� ���
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  �$���� ��� ��&��-

#�� �� ����$	' � ��	 ���"	��#		 �*�(��� ��� ,�� �����		 %�� � $������( ���"#(

�������� ) �� �#�	��)#(
 !��)��'  � �� ) 	$� ) �#���	+ � �	� �$� ��# �� $��� #�

$�#�� �#���		 �� 	���		 EA� ,���  ��	& $������ �������	�#��)#� exp(−EA/kT )' % �

	 �!A��#�� ��"�3�+�� � �!	�)#�� ) #����#����#�
 �$��	 W2 X Y2� ��	 #	*�	&  �$-

���� ���& ����*� ��) �����#�# ( ���	�' 	 ������ ) �����		 ���� � �%�#) $���� ��	

#������ "� ������ ) ��*��� �� ' 	 ��	 ����
- �  �$���� ��� �(����#	�  ���� � ����-
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�		  ��� "� �������' % � 	  ���� �����		 4���� ��#���) ?$�������5@ #���	$��' % �!(

����%	 ) ����' #��� �#�%���' ���!� ������' ��*���� ) $������� �	��������

0���#��' �!���	$ ������ �! �� �#����#		 ���#����	�� ,���� 	$' �����	#� $������

�� 	  �%#� ������' ������ �����	#� :  �%#� �����' ��	%�$ ��� ������ 	 ��	#����(�

> � �	 ���	� : ��#�� #�����#	� 	*� ���#��� ����������#	� ��������� 4/��5� � ����-

��� �& �#� �	 �!A�$�' �������"�##(& #� ���� ��#		 ��	$��#� � ��	#� ���!��#���

���!��� λ' � 	 �� ��	 �� ��%�+ �� 	 ������ � ��"�+ �� ���� � �����@ �������#	�

��!��(�� S���)�� $�"� ������"� )�� � � ��#� #����#����#�� �	 ���	�Z
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 �#���"	 $������( !��� ������ � ���#� )��

� ���$��� �� 	� ��� ) ��#� $������� � ���#	���) *� ���$� $�"�� �����$	 #� ����-

��%#�� ���� ��#	� δ'  ���� ��*#	��� $��(
 ���� θ = δ/R' ��� R : ��*$�� $������(�



���� ��
��	�	�	��	 ���
�	��� 8�

����� �������#	� $������� � �� 	 �"� ��� ����$ ������� 2δ/R 	 #� �� 	 �� �����+-

3��� ����� #�!��� δ′ = δ · (2λ/R)� O ���#�#	� ��*����� �� $#��� ��* 4��� #��$��)#(&

�����	
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 4L ∼ 109 ��� �� ; 1025 $5� O# ���	*���� �$�3�#	�

Gm

L2
·
(

λ

vT

)2

=
6,7 · 10−11 · 1,6 · 10−27

1050
·
(

10−7

3 · 102

)2

� 10−106 $ = 10−104 �$.

���	 ��"�(
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���� � $#��� �� �
' � �������+3� $#���� O�� ) $������( ��!)+ �� � ����� 	 �� �#� -

�� � ���#����		 �  �%#�� )+ �� 1��� ���	
� H��)�$�# � � %��� ����� 	  �� 	 �����	�

����#�# �$6 �����!�
 �' �����#	 � 	&[ 0� �!��	 ) #� �$��'  ���� #� �%�#) ��#	$��	'

% �  ���� #��� �
%	��� ��	"�#	��

�( �"� �	���	 ��	$��( �	#�$	%������ &���� ��"� � ���� (& �	� �$�&� O�	# $��)

��*� : � � �%�#) ���"#�� �	� �$�' 	 � #�
 &���  �$ !����  ��"�� ��� � S�
%�� �� ) $#�-

#	�' % � #�������#	� &��� ���$�#	 ��� ��* *���� �� $��������	%���	$	 ��������$	'

��	!�	"�+3	$	 !��)�	� �	� �$( � ���#����	+ 4I�# ���	
#�� � ���� ���$�#	J5�


