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x′ = x − V t ,

t′ = t ;
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x = x′ + V t′ ,

t = t′ .
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Δtx =
V 2

c2
·
(

2L1 − L2

c

)
, Δx = cΔtx =

V 2

c2
· (2L1 − L2) .
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Δty =
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·
(

L1 − 2L2
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, Δy =

V 2

c2
· (L1 − 2L2) .

!�.-&��� /&�� ���-�� ���+&
� �.0�-�-	� �� ��'-&

Δx − Δy =
V 2
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· (L1 + L2) .
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x′ = γ(x − V t) ,

t′ = δt − εx .
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-�	.'���-,/ �&A==	�	�-��B {
x′ = γ(x − V t) ,

t′ = γt − εx .

�. A�����&�	-�0	�	 	 A��(��	0�-�� 	.'���-&8 1�& ��&�&��� c -� .�'	�	� &� �	���0,

&��1���� ����� =�&-� �'��&'&
 '&�-, �'	:���� (& .��&-� x = ct ' �	���0� P� �&��1��0

x′ = γ(c − V )t , t′ = (γ − εc)t , x′/t′ = γ(c − V )/(γ − εc) ≡ c .

�. (&����-�+& ��'�-��'� ',��:��0 ε = γV/c2� #-&'� �(�&2��0B{
x′ = γ(x − V t) ,

t′ = γ(t − V x/c2) .
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⎪⎪⎪⎩

x =
x′ + V t′

γ(1 − V 2/c2)
,

t =
t′ + V x′/c2

γ(1 − V 2/c2)
.
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 '	�� ;�� A�&+& �&�:-& ',(&�-����� ��'�-��'& γ(1 − V 2/c2) = γ−18 	�	

1 − V 2/c2 = 1/γ2� ��&-1�����-& 	0��0 ������������� �������B{
x′ = γ(x − V t) ,

t′ = γ(t − V x/c2) ;

{
x = γ(x′ + V t′) ,

t = γ(t′ + V x′/c2) ,
γ =

1√
1 − V 2/c2
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y = y′, z = z′ ,
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-�6�>���� �&6,�	� 5t = 0, x > 078 -�(�	0�� ' �	���0� �����6���-�J ��� -�+& ���/
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-� M�0�> /&�� 6, ' 0&0�-� 3�48 (�&
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�� ' �	���0� P′ 	 	0�>2	
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1 = 08 (��'&+& x′
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 �	���0, PL �.
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2−x′
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(��'	��-�� ��	-� ����:-� 6���� γL0 − V t( = γL0(1 − V 2/c2) = L0/γ�
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'�� 	.0�-�-	� �	00���	1-,�

!���0&��	0 1��,8 ����-&'��--,� -� �&��6�� (�	 x′ = 0 	 ' -�1���-,
 0&0�-�

t = 0 �	-/�&-	.&'�--,� � -�(&�'	:-,0	 1���0	� �&+��9�& &-	 (�&���� 0	0& ���+	/

-�(&�'	:-,/ 1��&'8 (&��.,'�>2	/ '��0� t� �, �:� 1�'��'��08 1�& �'	:�2	��� 1��,

(&��:�� ���+&�� �	%�0 t = γ(t′ + V x′/c2) = γt′8 ��� ��� x′ = 0� ���0� t′8 (�&%��%��

(& �'	:�2	0�� 1���08 0�-�%� ' γ ��. 5�	� ��	���
��� ���������� '��0�-	7�

��������	 ��
����� ������������� �	�� �	��	�� ��� ��	���� ��� ����
�	 �������

����� �� ��
�� ��������	�� ����� �	��� ���
�	�� ������ ����	��� �� ����	��	� x = 0�
��� 	��	 �������
��� ���� ������������ t� � �����	��	 ���� �����
���  �!� ��������

���"� �� �������#� $�������� �����
��! ����

t′ = γ(t − V · 0) = γt ,

�������	� ������� $������	� ������ ����	������ ���	���� %��� � ����� ������ ��������	�

������� �	� �����	����� ���� ��� ���������	 � γ ��� ������� ��� ���� ��	�������

���	� ��������	� �	���	�����	� ������������	�� %�	��� �	��	� ���� ����	����	�

��� ����������� �� ��������	� �� �� x "�	� ��	������ ��!�������������� ��
�� ���&

���� %��!����������	� �! ��
�� !�	� �� �� 	���'���� ���	���� ������������ �"�����

���� ��������� ������ �� �� y� � ���"�& �	��� ����������	� 	���� 
� ��������(��� )�

��
�� ��� ��!��������	� ���� ���� � �����! �	���!� ������& ����� � ��������������!

*����(� + �	���������	� �� , ��� � ������! ��������	� -� ���� .	�"� ���"�� ���� ����

� �����! �	���! ���	� ��"�� �� ����	 ��!�������������

$������� �� ������	����& �	��� �� 	��� ����� �������� ��	���� � �����	 t0 ���

��� ����&��	 ������� � ������	����� ���� � ������ ��������	� %������ ���������� 	� 
�

����������� ��� ��� t = 0/ -�!������ ��� ��� x = −V t0� ��"��

t′��� = γ(0 − V (−V t0)/c2) = γV 2t0/c
2 .

0�� ������	����& �	��� .	� ��� ����� ���"��� ������� -� ������ ������	� �! ������1

��� ����� ������	����� ����� t0/ 2�� ��� ��� ����&��	 � ������	������ ������ ��������	�

� ����
�	

t′��� = γ(t0 − V · 0/c2) = γt0 .

)� �
� ��������� �	� ��� �	���� ����������� ��� ����
�	 � γ ��� ������� ��� ���������

t0 ������	����! � ������ ��������	� -� ��������� �! ��������& t′���−t′��� = γt0(1−V 2/c2) =

t0/γ3 	���� 
�� ��� � ����������! ����� ��!������!� ��� t = 0 � ������ ��������	� $�������

������ ��� t0 = 1, V/c = 0,8 ⇔ γ = 5/3  ��� 4�5#3 6����(� ��������& ���! ����������! ����

!	�� ��)�
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� ��������� ���� �� ���������� ����� <9:�

=	� � �������	 ���������� ������� � ���
���&� �	��� �	��	� � γ ����
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L

c − V
+

L

c + V
=

2L
c

1
1 − V 2/c2

=
2L
c

· γ2 ,

� ��� ���������������"�
2L√

c2 − V 2
=

2L
c

· γ .
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*����(�� �� ��	���! .	� ��������� �����	� =&��	�&� ��������� ������� 	� 
� �������1

������� � ����� �! �	������� + ��� ���	��� �	���	�����	�� � ��	��	�� �� ��	�����1

	������ �������������� ������� + �� ��� '�������� ������� >��	���? ������ � ��� ����

��	����� ������ ��	���� ����	 ��������	� ��� � ���
���&� �	���� �	��	��� �	� �����

���!��� � �����������"�� � ���������������"� ����� � ������ ������� � γ ��� ������ ���1

���� 2L/c� ��	���� ��������� �� ��� �������
��� �������  � ��	���� ������	 ���
���&�

���	�  �������� �������	���#� =	� + ���	��� �� ��������� ����	� ��	�� � .&��	�&���1

��"� ���������� �������� $� ����(��� �	���	�����	�� 	���� 
� ����� ��������� �� ���

����� ������	� >��	���! ����?  � �� ����� ���� ������#�

���&-��8 ������0 0-�-	�8 1�& � D
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-� '�� &�-&�	����-&� ��(�	0��8 ��&�&���
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 (�	0�� < �������� 0�:��

�&6,�	�0	� �& &(������-	>8 �'�����&0 	-���'��� -�.,'����� '��	1	-�

s2 = c2Δt2 − Δx2 ,

+�� Δx 	 Δt ��.����>� �&6,�	� ' (�&����-��'� 	 '& '��0�-	� ����� � (��'&+& �&6,�	�

x = t = 08 '�&�&� .���-& ��� (x, t)� � �	���0�8 �'	:�2�
�� �& ��&�&���> V 8

s′2 = c2t′2 − x′2 = γ2
(
c2(t − V x/c2)2 − (x − V t)2

)
= c2t2 − x2 = s2 ,
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u =
x

t
=

u′ + V

1 + u′V/c2
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��&�&���8 (&��1	��� cJ (�	 ��&:�-		 �'�/ ��&�&���
8 0�-�%	/ c8 ��.������ '��+�� 0�-�9
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√

1 − u2/c2� D�&�
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',/&�	� -� ��� �: ��	--&B

1√
1 − u2/c2

=
1 + u′V/c2√

1 − V 2/c2
√

1 − u′2/c2
. 5��K7
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u√
1 − u2/c2

=
u′ + V√

1 − V 2/c2
√

1 − u′2/c2
. 5���7

# ���&
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mu√
1 − u2/c2

=
mu′ + (V/c) · mc√

1 − V 2/c2
√

1 − u′2/c2
.
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-��� x0 = ct8 	0�>2�> &�	-��&'�> ��.0��-&��� � &6,1-&
 �&&��	-��&
 x8 �&�&���

�1	������ (��'&
 5x1; y 	 z < '�&��� 	 ������ �&&��	-��, x2,37�

x = γ(x′ + (V/c)ct′) , ct = γ(ct′ + (V/c)x′) .
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mu√
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= p1 ,
mu′√

1 − u′2/c2
= p′1 ,

mc√
1 − u2/c2

= p0 ,
mc√

1 − u′2/c2
= p′0 ,
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p1 = γ(p′1 + (V/c)p′0) , p0 = γ(p′0 + (V/c)p′1) .
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1 − u2

2c2
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= mc2 +

mu2
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��-&'-�� (&��.� &� A-��+		 	 	0(����� < ' .��&-�/ 	/ �&/��-�-	�� � �& :� '��0�

' ��&�		 &�-&�	����-&��	 %�+� -� ���(	�� 6�. (���/&�� 0�:�� �	���0�0	 &��1����

���� �	 6���� �0,�� ' .��&-� �&/��-�-	�8 ���	 &- ',(&�-����� �&���& ' &�-&
 �	���0�

&��1���� �& (�	-�	(� &�-&�	����-&��	8 ���	 �: 	0(���� �&/��-�����8 �& �&/��-�����

' �>6&
 �	���0�� �-�1� ' (&-��		 	0(����� -� 6���� -	 �0,���8 -	 	-�������



EG ����� �� ������ ���� ���!"�� ��

�0�--& ���&
 (�&/&
 '��	1	-&
 6���� -������	'	����	
 	0(���� mu� !���0&��	0

(�&���> .���1� < -��(��+&� ��&��-&'�-	� &�	-��&',/ ���� � 3%��	/&'�--&
4 �	���0�

	/ ��&�&��	 '&.�0�0 (�&�	'&(&�&:-,0	8 	 -������	'	����	
 	0(���� �&/��-�����B

5�& �����7 m · u′ + m · (−u′) = 2m · 0 5(&���7�

����'�� ��&�&��� (&��� ��	(�-	� (&��1����� 	. �	00���		� � ��6&���&�-&
 :� �	���9

0�8 ' �&�&�&
 &�-& 	. ��� �& ����� (&�&	���8 (&��1	'%���� ���& 	0��� ��&�&��� u′8

� ����-	� -������� � �����	'	����&
 ��00��-&
 ��&�&���> u = (u′ + u′)/(1 + u′2/c2)�

!�'�-��'� -� (&��1�����B

5�& �����7 2m · u′/(1 + u′2/c2) �= 2m · u′ 5(&���7�

�&:-& �&���& (���(&�&:	��8 1�& (&1�0�9�& 0���� ',
��� -� 2m8 � ��� ��. �����8

1�&6, (&��1	�&�� ��'�-��'&� �& ���	 ����0&����� (�&���� 	. �	���0, � (�&	.'&��-&


��&�&���> V 8 �& 0���� �:� 6���� .�'	���� &� ��&�&��	 V 5�'-&8 � -� 1���. 	.0�-	'%�9

>�� ��&�&��� u′7� ��&�� 	. A�&+& -� ',
��� -	���&+&� �& (�	-�	(� &�-&�	����-&��	8

	.0���� 0����8 -���.� -�
�	 ��&�&��� '�%�
 �	���0,� ����0��	1���	 �&��-� .�� ' �&08

1�& (��&6��.&'�-	� ��&�&��	 ��&:-&� 5-��	-�
-&�7�

��&6&�&�8 �����	'	����	� ',��:�-	� 	0(����� 	 A-��+		 (��&6��.�>��� (& �&��-9

�� < �	-�
-&�  ��	 6,�	 ���	�9�& 	0(����, 	 A-��+		 �& '.�	0&��
��'	� 	 ��00� (&

'��0 1���	��0 (&��� '.�	0&��
��'	� ����� :�8 �& (��&6��.&'�-	� � �>6&
 �	���0� -�

-���%	� ��'�-��'�� ;�� ����0&���--&+& (�	0��� ' �'	:�2�
�� �	���0� &��1���

mu′√
1 − u′2/c2

+
m(−u′)√
1 − u′2/c2

= 0 ,

mc2√
1 − u′2/c2

+
mc2√

1 − u′2/c2
= Mc2 .

�. '�&�&+& ���'-�-	� < .��&-� �&/��-�-	� A-��+		 < '	�	08 1�& 0���� (&��1	'%�+&��

(&�&�2�+&�� ���� 6&��%�8 1�0 2mB �	-��	1����� A-��+	� (�	 ����� (���%�� ' 0�����

� �	���0� (&�&� &�-&+& 	. ��� �& ����� � A�&+& ���� ��&�&��� *8 � -�����>2�+&

u = 2u′/(1+u′2/c2)8 	0(����, �& ����� 0 	mu/
√

1 − u2/c28 1�& ���� 2mu′/(1−u′2/c2) 5(&9

��1����� (��0,0 ',1	���-	�07� �&��� ����� ��&�&��� u′8 0���� M = 2m/
√

1 − u′2/c28

	0(���� Mu′/
√

1 − u′2/c2 ���&
 :�8 ��� �& ������ �&1-& ��� :� A-��+	� �&/��-�����

-�.�'	�	0& &� �	���0, &��1���� �, (&��1	�	 A�& 0���	0���-& 3��(,04 &6��.&0 1���.

(��&6��.&'�-	� ��&�&���
J 1���. (��&6��.&'�-	� �&��-�� ��� 	0(����� 	 A-��+		 �&

:� (&��1	��� �'�&0��	1���	 (�	 �>6&
 ��&�&��	 �	���0,� �	-�
-,� (��&6��.&'�-	�

-� 0&+�� -���%	�� ��'�-��'� �'�/ ��00�

� ��
��'	����-&��	 (�	 6&��%	/ ��&�&���/ ��0� ��&�&��� < -�/�������-�� '��	9

1	-�8 � 6&��� ��&6-, ��� ��. A-��+	� 	 	0(����� �-��&+	1-& 	-���'���8 ��+�& ''���	

	-'��	�-�-�> '��	1	-�B '0���& c2t2−x2 (	%�0 E2/c2−p2� !�. A�& '�2� 	-'��	�-�-��8

�� 0&:-& -�
�	 ' �	���0� (&�&� 1���	�,8 +�� &-� ��'-� m2c2� ��	 0&:-& �& :� (&��9

1	�� (��0,0 ',1	���-	�0 	. ',��:�-	
 E 	 p 1���. ��&�&���� ���>�� 	0��0 �'-�>



����  
'����� (��)��*�$	+���� EF

�'�.� A-��+		 1���	�, � 	0(����&0B

E =
√

c2p2 + m2c4 .

D�& ',��:�-	� .�0�-��� (���0���	1����> .�'	�	0&��� p(u), E(u)�

�. (&����-�
 =&�0��, '	�-� '&.0&:-&��� ��2���'&'�-	� 6�.0���&',/ 1���	�8 &69

����>2	/8 &�-��&8 A-��+	�
 	 	0(����&0� ��	 m = 0 6���� E = cp� #�&�&��� (�	

A�&08 &1�'	�-&8 ��'-� c� �& 	0�>2	0�� �'���-	�08 ���	0	 1���	��0	 �'��>��� =&�&9

-,� �0���& ��&�&��	 /�������-&
 �	-��	1���&
 '��	1	-&
 � -	/ 6���� 1���&�� ω 	�	

��	-� '&�-, λB E = �ω, p = �k = 2π�/λ� M���� � = 1,054 · 10−27 A�+·� < (&��&�--��
���-����

���-�0�� � ����0&���-	> -��(��+&+& �&�����-	� �'�/ 1���	� ' 6&��� �����-&


(&���-&'��� ����� �&�����>��� A�����&- 	 (&.	��&- � (�&�	'&(&�&:-,0	 	0(�����0	�

��	 �&����&1-&
 A-��+		 E 1���	� ' ��.������� 0&:�� (&��1	���� (��� (�&�&- `

�-�	(�&�&-� ;�� A�&+& -�:-& ��� 0	-	0�0 2E = 2Mc28 ���	 �&�	'%	��� 1���	�,

(&�&����� M < A�& 0���� (�&�&-�8 (��',%�>2�� 0���� A�����&-� m ' ≈ 1840 ��.� �����

(&���-&'�� &(	�,'��� &(,� -� '����1-,/ (�1��/� #�&�&��� 1���	� V 8 ����&'�����-&8

���&'�8 1�& γ = 1/
√

1 − V 2/c2 ≥ M/m�

 ��	 :� ��.+&-��� (&.	��&-8 � .���0 ����	�� 	0 (& (&�&�2�0��� ' 0	%�-	 A�����&9

-�8 (&���6����� A-��+	� (&.	��&-�8 �&�&��> 0&:-& -�
�	 	. (��&6��.&'�-	� �&��-��B

E1 = γ(E + V p) ≈ γ(E + V E/c) ≈ 2γE = (2M/m) · Mc2� �	�-� ',+&�-&��� 0��&��

'����1-,/ (�1�&'B ��� �&+& :� A==���� -�:-� ' �,��1	 ��. 0�-�%�� A-��+	� (�1���

6���	���	��� �������	� ������� � .���"�� �	 ����	� � ���������& ��	���	���

������ ��E����	 ��� ���������� ���3

m =
m0√

1 − u2/c2
.

$�� .	�� m0 �������	 ���& ������ $�������������� ��� ������	 ����	���� ��	1

��� ����	��� -�������� ������ .���"�� ����� >�����������? ��� ����
��	� 	�� 
�� ���

.���"�� �����3 mc2� � ������ ����	 mu� %�&�� 	���& ���!�� �������	� �	�������  !�	�

�� 	����(�� ��� ��
�	 ���������	�� � 	�!����#� � '����� >��� �����? �������	 ���	�

���& � ���������	 m� D����� 	�"�� ����� mu/
√

1 − u2/c2� .���"�� mc2/
√

1 − u2/c2� 0�

����	���& 	����� ���� ����� �	� ��	�	� ���&� -� �� ������� �	� � �������� �������1

��� ��� ��������� ������ �������� ��&	� �	�1	� ��	������  >'��������? ��� �����	�

�����(1��������	��#� ��
��� ����������

� ��&�		 &�-&�	����-&��	 	0(���� 	 A-��+	� < -� -�.�'	�	0,� '��	1	-,8 ��� '

-������	'	����&
 0�/�-	��8 � '.�	0&�'�.�--,�� �-	 (��&6��.�>��� (& �&��-�� ���+

1���. ���+� (�	 (���/&�� ' ���+�> �	���0�� �& :� &�-&�	��� �& '��0�-	 	 �&&��	-���0

�&6,�	�� ;�� �&0(���-&+& (������'��-	� ���	/ '��	1	- ''&�	��� (&-��	� ������"�

�������8 ���� '���&�� ' 1��,��/0��-&0 (�&����-��'�� � 1���-&��	8 �&6,�	� 5t, x, y, z7

�'���		�� � �����	�� � ���	�����	 �� ��
�
 �	 ��	��� �� �	 ��������	����� ���	�����( ��

������ �& ����������	 � ��	����& ����	��&�



@* ����� �� ������ ���� ���!"�� ��

&(	�,'����� 1��,��/'���&�&0 �&6,�	� xi , i = 0..3B

xi : (x0 = ct , x1 = x , x2 = y , x3 = z) 	�	 xi = (ct , r) . 5��G7

�-��&+	1-& A-��+	� 	 ��	 �&0(&-�-�, 	0(����� ���� �&0(&-�-�, 1��,��/0��-&+& '��9

�&�� A-��+		9	0(����� 5�����& < 1��,��/	0(����� 	�	 �9	0(�����7B

pi : (p0 = E/c , p1 = px , p2 = py , p3 = pz) 	�	 pi = (E/c , p) . 5��F7

���'	��-&� ���'-�-	�8 ���&',0 �'������ .��&- �&/��-�-	�8 �'�.,'��� .-�1�-	� 1��,9

��/	0(����� �& 	 (&��� '.�	0&��
��'	��

��. /�� ��%����!� ����'�!�

!����	'	������ .�(	�� '�&�&+& .��&-� ��>�&-�8 (��'	��-�� (�	 �>6,/ ��&�&���/8

	0��� '	�
dp

dt
= e (E + [u × B]) ,

���� (��'�� 1���� ',+���	� �&1-& ��� :�8 ��� ' -������	'	����&0 (�	6�	:�-		8 -&

' ��'&
 1���	8 ��� 	 ����&'��& &:	����8 �	==���-�	������ �����	'	����	
 	0(�����

�,'&� ���'-�-	� (�	'���- ' (�	�&:�-		 K�

!���0&��	0 (�&���
%	� (�	0��, �����	'	����&+& �'	:�-	�� � 0�+-	�-&0 (&��

�	�� (&(���1-� ��&�&��	� �&A�&0� '��	1	-� ��&�&��	8 ��� 	 ' -������	'	����&0 ���1��8

(&��&�--�8 	 0�-����� �&���& -�(��'��-	� '���&�� u� �&+��

d

dt

mu√
1 − u2/c2

=
m√

1 − u2/c2

du

dt
= e[uB] ,

m√
1 − u2/c2

u2

R
= euB .

���-, �� :� -������	'	����	� =&�0��,8 -& � .�0�-&
 0���, -� m/
√

1 − u2/c2� ��9

(�	0��8 1���&�� '��2�-	� ω = (eB/m)
√

1 − u2/c28 ��� 1�& �����	'	����	
 �	��&��&-

6���� ��6&���� (�&/&� �� (����	�� (&��.�>��� -� ��&�&���>8 � A-��+	�
 1���	�, E�

;�� ���&�	����
 '�:�- ���	�� &6��2�-	� R = mu/
(
eB
√

1 − u2/c2
)

≈ E/ceB� ��	

A-��+		 � ?A� a 109 A�8 (&�� 0,1 �� ���	�� 6���� 109/(3 · 108 · 0,1) ≈ 30 0� I&��%&


���&--,
 �&���
��� 5bcd7 	0��� ���	�� 4,3 �0 (�	 A-��+		 �& C �A���

� A�����	1���&0 (&��8 (��������-&0 �'	:�-	>8 0&:-& -�(	�����

dp

dt
=

d

dt

(
mu√

1 − u2/c2

)
= eE = eZfgU .

�� )**+ ��� ��!�� ����	���& �������	� ��
���	��������� ������	������ ��	�&������ �	�� �!

�	�
������	�� $,,-% � .	&��	 � ������� 
����� �
��� )/ 
� �� 0�	���� 12 .0��
�3��	���� ��� ��������
� �
��� �	��������	�� �� �
������� ����� ��	�� ����� 
�
 ��������

�	�	���	 ����	��	
(
m/
√

1 − u2/c2
)
· du/dt = eE �� �������� �� ������ ��
���� �������� 4��	��

�	��� �������� ��!�� ���
� ������������



��,� ������������� ����$��� @�

���>�� u/
√

1 − u2/c2 = (eE/m) · t� � ��&6��/ ��&	� ���&��-	� ' �&(����'�>2�
 �	9

���0� &��1���� �&A�&0� 0, &�-&'��0�--& ��%��0 .���1� & (&���� �&�0&-�'�� � .'�.��0

� ��6[���	'-& (&��&�--,0 ���&��-	�0 a′ = eE/m8 1�&8 �&-�1-&8 .�-	0�����-���

��/&�	0 ��&�&���B u/c = (a′t/c)/
√

1 + (a′t/c)2� !�.�0�����8 �&�0&-�'�� ��&6-�� (&9

��&�--&� ���&��-	� g = 103 �0N�8 �&.��>2�� ' ������ .�0-�> ��:����� ���0� 6���0

0����� ' +&��/ 53 · 107 e7� �&+�� .� � +&� a′t ≈ c 	 6�.��.0��-�� ��&�&��� 5' ��	-	��/ c7

u = t/
√

1 + t2 .

�	�-& 1�& ��&�&��� '��+�� 0�-�%� �8 -& ����0	��� � � 5�& ���� ��&�&��	 �'���7 (�	

6&��%	/ t 5�&�:-& (�&
�	 0-&+& ���7� ��	 0��,/ t ��&�&��� (�&(&��	&-���-� '��0�-	

< -������	'	����&� (&'���-	�� ��&
��--&� �����&�-	�B dx/dt = u8 &�����

x =

∫
t√

1 + t2
dt =

√
1 + t2 − 1 .

��	 0��,/ t (&��1����� t2/2 5' ��.0��-,/ ��	-	��/ %�&��-&� ',��:�-	� a′t2/278 �

(�	 6&��%	/ (����	1���	 x = t − 1B �'	:�-	� (&1�	 �& ��&�&���> �'���� ��(&0-	08

1�& �����&�-	� .���� ',��:�-& ' �'��&',/ +&��/8 � ' ��-�	0����/ 6���� c(t − c/a′)�

��
��0 �2� .�����, �&6��'�--&+& '��0�-	 �&�0&-�'��� #&6��'�--&� '��0� τ 0�-�9

%� tB dτ = dt·√1 − u2/c2 = dt/
√

1 + t2� ���&
 	-��+��� 6������B τ = ln(t+
√

1 + t2)� ��	

0��,/ '��0�-�/ 50�-�%� +&��7 τ ≈ t8 -& (�	 6&��%	/ &1�-� ���6& .�'	�	� &� '��0�-	

(&����B τ ≈ ln(2t)� ;�� -�+���-&��	 -��	���0 ��6�	��B

t8 ��� * �8* K8* �* �** �*3 �*4 �*5 �*6 �*8

x8 �'� ��� * *8�� )8) F8� FF FFF �*4 − 1 �*5 − 1 �*6 − 1 �*8 − 1

τ 8 ��� * *8GG �8G K8* E8K C8@ F8F �)8) ��8E �F8�

;& 6�	:�
%�
 .'�.�, &�&�& � �'� ���8 ��� 1�& .� K .�0-,/ +&�� (&���� (�&���	0 (&�&'	9

-� �����&�-	�� M���0 -��& �&�0&.	��J ' ��.������� ���� 	 &6���-& .�����	��� 3 ·4 = 12

��� (& .�0-,0 1���0 	 1,8 · 4 = 7,2 +&�� (& 1���0 �&�0&-�'��� ;���%� �����	'	��9

��	� A==���, (�&�'��>��� '& '��
 ������ ;& ��-��� +�����	�	 5104 �'� ���7 ������

0�-�%� �* ��� 5.-�1	�8 �	(	1-,
 (&��� (& ?�����	�� .�
0�� �* ���7� ��-��& -� M�0��

(�&
��� '�� 4 · 104 ���8 .� �&�&�,� -�	.6�:-& �0�-	��� -� &�-� �	'	�	.��	�� ���>��

'	�-� -�'&.0&:-&��� ��� -�.,'��0,/ +�����	1���	/ 	0(��	
� ;& +��-	�, -�6�>���9

0&
 �����--&
 ������ &�&�& 2 · 23 = 46 ���J (��'��8 ���� 	 &6���-& 6���� �:� F) +&���

���-�'%	��8 ���&
 (���%���'�--	� .����-�� (&+��%�� #&�-���  ��	 ������� '��+& -�

108 �'� ���8 �& ' ��1%�0 ���1�� -� M�0�� &6-���:���� ��2���'� ��&�� :� 6�	.�	� �&�0&9

-�'��08 ��� �	-&.�'�,� D�	 (�	0��, (&��.,'�>�8 1�& ' (&����/ � .'�.��0 -�� -	���&+&

�0,���8 -� +&'&�� &6 &+�&0-,/ .������/ A-��+		� ��1%� (&��.&'����� ����=&-&0� #
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@) ����� �� ������ ���� ���!"�� ��

',��>1	�� 0&�&�8 �& (&��� A�&+& �&6��'�--&� '��0� 6���� -�������� �	-�
-&8 /&�� 	 �

0��,0 �&A==	�	�-�&0�

� ���������� ����	��� �������& ����	���	��& .''��	� �����" �������  	����

�	� ��"��	��� ���� H = 2I/cR � �� ���
���&� � ����	�� V ����� ��&	���	 ���

*����(�� -�������� ��� V ���������� ����� 	���� ����
�	�����& ����� ���	�"����	� �

�������  ���& qV H/c2 = 2qV I/c2R� $��	�
���� ���
�� �������	�� � �� ���		�����&

�	���� -� � ��& ��	 ��� *����(�� 	�� ��� ����	� ������ �������� 2	� 
� ���	�"����	/

� ������	����& �	��� ������ �� ����
�� � .���	������"� ���� ��	� )� ������ �	� ���

���
���� ����!���	 ���
���� ����� )�
�	� .	� ���1	� �����	/

$�	� � ������� ���"���� ����
�	������ ������ � ����	�� u� D! ���	��	� n0 	����


�� ��� ���	��	� �������
��"� �	��(�	�����"� '���F � ������	�	� ������ ��&	������ D� �1

	���� ������& ����	� V � ��������	� ���������& ������  	��� 
� ����������� �����1

����� $�.	��� ���	��	� �	��(�	�����"� '��� ����	 n′− = n0/
√

1 − V 2/c2� 	� �	� �������	1

�� %��
��� ��&	� ���	��	� ����
�	�����! �������� D! ����	� u′ = (u − V )/(1 − uV/c2)�
6�� ���	��	� ���� n0 � �	���� "�� ������ ���"����� 	� >��	������? ���	��	� � �1

�����
�����& .	� ������ �	��� ���� n+0 = n0

√
1 − u2/c2 + ������� ��� n0� ������ n′

+

�������	� �� ��������  n+0 ��	��		����� ����	� u′3

n′
+ =

n+0√
1 − u′2/c2

= n0

√
1 − u2/c2

1 − uV/c2√
1 − V 2/c2

√
1 − u2/c2

= n0
1 − uV/c2√
1 − V 2/c2

.

������ �	� ����

n′
+ − n′

− = − n0uV/c2√
1 − V 2/c2

�� ����� ����� � ���
���&� �	��� ������ ����
�� �	��(�	������

G���� �� �����(� ����� λ = eS(n′ − n′)� "�� S + ������ �������� =���	������� ���� �

���
���&� �	���

E′ =
2λ
R

= − 2Sen0uV/c2

R
√

1 − V 2/c2
=

2IV/c2

R
√

1 − V 2/c2
.

���������� � �������� -� ����
�	�����& ����� ����	 ��&	����	� ��� qE′� $������� ��"1

��	��� ���� � ������	����& �	��� H = 2I/cR� ��� qE′ �	�����	� �	 ������	����& ���

*����(� 	����� ���
�	���� γ = 1/
√

1 − V 2/c2� )� �
� ������� �	� ���������� ��� 	�� �

����������	��

-���	���� �� ����	� �	� ���
���&� ������ ����
��� $�	� ������ ��	�����	� ��

����	���"� ����� � ������  ����"� ���(� � ������	� � �������& 
� ���� �� ���"�� ���(��

� ������	����& �	��� ������ ��&	������ G����� ������ �����	� � ��������F ��� ���1

	�	� ��	� ��� ���	�������
��3 ±It� � ���� ����� ����� � ���
���&� �	��� ������

����
��� C�� 
� ��	�  ������� �!������� ������/

D� ���
���&� �	��� �� ����	 ���	�������
�� ������ ������� 	�� ��� ��� ����	 ��1

�����	�� ������������ � ���
���&� � �������������� � ������	����& �	���� $������	��

�	� ����	�� ��� ��� ����������	� ������� �������� 	�� �	� �������& ����� ������&�

)� �	�������  ���������������� ����& ������  �� �������& ����"��' .���	����1

������#� �� 	������ ������(� ������ �! ������	� !�	� � �� � ������ ����� �� �
� � ����	�1

��	��� ������ ������ .���	����������� ��"��  ��& ������������� ����
��	 	��� ��� �

��& �� ������	�� !���	��



��,� ������������� ����$��� @K

�����0���� � 1�������2��!�� ��������������� �%���

$����	����� ����	��	� �� 	����� ��� �����	�� � �� ��1

!	�� ��K�

������ ������"� ���
���� ������� C�� ����� �� ��� 4�<� ���

�����	� t >�����	������ ����	�? cx = c−V sin(ωt)� �����

���!��� ��	�  ��	����� L

t1 = t +
L

c − V sin(ωt)
≈ t +

L

c
+

LV

c2
sin(ωt) .

H������ ��	������ ��"����� L/c ��
�� �	����	�  .	�

���	� ����� ��	��������� + ������ �	��	� ������� ����������#� ��"�� ����� t1 ���

'���(�� ������� t ����	 ����& ����&��& '���(�� � �������� $�� ��������! ��	�����!

L ���� ������� ��������� t1 ≈ t� � ���
���� ������ ��"����	 >����������?3 �� ��������	�

y �������	�� ��� � ����
��� ��� ��������3 y = R sin(ωt1)� C������� ����� �� �������	�

������ �	 ������� ����	�
��� t1�

!	�� ���� !	�� ��E�

% ��	�� L ����������	� �����	��� �������� � ����
���� �����	�� -� ��� 4�4 ��1

������ �������	� t1(t) ��� L = 1,4c2/ωV � C�
���� ������� ���������� �	�����	 "������1

	������ ������ � �� ����������  �����& ���������	 '���� � ��	���& ����� ������� ����	��

�������� �� �����
�	�� 2,9 < ωt1 < 3,3� G��� �	� 	�� ���������� "������	���  �����&�

������	������ ������ ����� � 	��! ����
����! �������������

$�������� ����	�� �	� ����	 �������	���� %���� ����� ���������� + .	� >����������?

�������� ������
����� ����� �����& !�� ���	�&� -� � �����	 ωt1 ≈ 2,9 >��������	? ���

���� ������ � 	�	 
� ����������	�� -� ��� 4�:� "�� �������� �������	� ���	�������& ��1

������	� �	 ������� ����������� ����� ������
���� ��������	 � 	���� I� ���� �� '��	����

��	�	 ���	���� ������� ������
����� � �	���& ���
�	� � ������ ������������ ������ �

�����	 ������������� ����	� ����! ���������� $�� ωt1 ≈ 3,3 ��	���&� '��	�� ����"�1

�����	  	��� ��	���& �� ��	��� ����������  	���� J#� � �	��	� 	����� ���� �������

������
���� ������� -��� ����"�	�� �	� 	����� ��� � ����	 >����������?�

G���	��� �	� ��������� ��	����� ��
�� �����	� � ���

L = cT · (1,4c/2πV )� G��� cT + .	� �������� ��	���& "��� � ����� 	��	 ���� ��������

�����	������ + ������� 1,4 ·3 ·105/(2π ·30) ≈ 2200� 	����� ����	 ��	���! ��	� -� �	������1

���� .	� �� 	���� ������� ��	������ �  ��"� ������ �	����� ��
�� �������	�� ������� ��



@� ����� �� ������ ���� ���!"�� ��

	���! ��	�����! ������ ����� !������ �� 	������ �� ��������	 ��	��� ���	��! �	��3

����� ���� ����� 	���� ���	� ���!� ��� �� ����� ��
�� �������	� �	������� ��������1

	� �� �! ���	���  	�� ���������� ���	������1���&��� ������#� %��	 ������� ���
���&1

� �� ����������� � %�������& �	���� 	�����	� ����� ����	����������� � ��������&1

� + ��������������  .''��	 0�������#� *�"�� ������	�  � ����	�� ����
����� ����&	�

.	� ���#� �	� �	���	������ ��������� ����� ����� ������(�������� ���������& ����	�3

Δλ/λ = V sin(ωt)/c� $�.	��� ����������& ���" ���	�� �����	 �	 ������� ���������� 	��


�� ��� ���������� ��������	�  ������
����� �� ��� 4�: �������	�#� � ��	��	�� ����	

������	�� � �����	� >������? �	������� $�� ������� �������� ��
�� ���� �� �����	�

��	�� ��� � 	��� ������
���& ������������� ���� ��������� �����	������ "���	����

�����0���� "� 3�� ������!��

=	�	 ���������& ������ ���
�� ������ �������	�� � ������	��� 	����� �	���	�����	��

-� �������� ������� � ���	�������
��& ������	�	� ��� �	� �����	�� �	� ������	�����

����	��	�� ��"�	 �����	�	� .	� �����
�����

�
��� � �������

D���� �������
��� ����� � ��������� ������ �������� ��� ��� �������	� � ������� 6��1

"����� ��������� �� ���	����	 �����(��� ���������� )�
�� ���	�	� �"� � �����  ����&

	������ �����	� ������� � ����	���� ����� �������� (������ ����	 ���	�� �������

������ ���"���� ������ �	��� �� ���!�� �� �������&� ��������� $����� �������	� 	��

������ � ���� �� ���	�	 � ��� ��� ��������� D��� ���	� ���"��� ������� ��
�� ���	�

����&	� � �	��� ���������� )�
�	 �� ������	�	 ������	�� ��� ����!��� � �	��� �	��	�/

��������	�� ������ ��
�	� -�	 	���"� ���	��� ��� ��������� (���"� ��������� � ��1

���� 	�� ��� �������� ������ !����	�������	� ����	�����& ��������	�&3 � ��"� ��� ���(��

%���	���� ����	� ��������� ���	 � ����� �������"� � �����"� ���(�� ���������� � �	���

������ ����� L �������� ����	 ����� L/γ� $�	� ������ ���	��  x = 0, t = 0# ����	 ���	

�������"� ���(� � ������ ���	 �����"� ���(� + �	���� ���	�� (x = 0, t = L/γV )� ����	

�������"� ���(� �� ������3  x = L, t = L/V #� � �	��� ��������� ������ ���	�� �������

���  x′ = 0, t′ = 0#� �	���� ����	  x′ = −L, t′ = L/V #� � 	��	��  x′ = 0, t′ = γ(L/V − V L/c2) =
γL/V (1− V 2/c2) = L/γV � � �	��� ��������� �����	� ��������	�����	� ���	�&3 ����	

�������"� ���(� ����!���	 ������ ���	� �����"�� =	� ��� � �� '������������ �� 	�����

��������� �� �������������& *����(�� ��� �	���	����� ������������	�� 	� � �������

���	�& �� ������� ��
�	 ����	�� ��� ����!��� � ���"�� �	��� �	��	��

������� ����� ��
��
���

$�	� ����� ��� ���� �����	��	 ��� ��������	� �������(�� � '��1

!	�� ��@�

�� ���� � ����� C�� ��� ��"����	/ ������ �	�����	� �	� ������	� �1

��	����	 �����(��� ��������� � ���� ��������� ��"����	 .����������

�����	�� � ����������� ���
����� =	� ��������

-�����  ����� �"� ��
��� "���� ��&	��	����� �������� � ����� ���

������"������ � 	������� 7 � 1/γ  ��� 4�8#� -� ��1�� ���
���� '�	����

��������� �����& "����� ���� 	���� ����� �� ����	 ������	� �� .	� "����

� 	�
� ������	 � "��� ��� ��E��	�� '�	�������	��



��,� ������������� ����$��� @E

2	��� ���&	� ������������  >��
����? ������� ���!��� ���
�� 	��	���	� �� 1/c
������� � ������ "���� ����	 ����� ��� ������"������ � 	������� 7 � V/c� ��� ���	�

�"�� ϕ 	���&� �	� sin ϕ = V/c� 	� cos ϕ = 1/γ� � ��� ��"����	 �� 
�	��� � �������	�� ��

�"�� ϕ  ��� 4�8#� ����� 	�� 
� �������	��� 	� �	� �� ������������ ����� ���� K�	� ��

����� �
�
 �� ������ �����(���� ����������� ��1�� ��������"� ������� !��� ��	� ��

��
��� ���"����

������� �����
���

���� �� ���! ������(�� ��	�	 � �������  !�����& ����	��� �	���& 
� ��� ���	���� �	�1

�	� �� G����� 0�� �����"� �������	��� ��� ��	���	������� ���������� � ��� ����(���

�	���	�����	� 	�� 
� ��������� �� ���(��� ����� ��	���	������ ��" �� ��������	�

�����	��� ���
����� �����	� ��� ������ �����& �������	 � �	��	�	 ���!��"� 	������

% 	���� ������ �������	�� ��������� ��� �"� ���	� �� G����� $����� 
�� ��� �� �����

�� '��	�	���� 	����	 �� 
� �������
��& ���	/ ��	 .	� � �	� ������� ������(���

������ �����	� �����"�	� ��E������� �	����� � ������(������	� �	��� �	��	�

�������	�� ��� ���� �����	��� �� ���	����	 ��������� $�.	��� �	��� ��������������

-� ����	���� ����	����� ��"�	 ������	� �
� ����� 	����� �	���	�����	�� � ��	���&

�������� + ���� ������� ���� � ������ �� �	��� ������������ L���	����� �������	��

� �������� ��� 	���! ������	��! �	����� � �����! ������	����

-�
�� 	�� �	��� �	��	�3 ������	����� M� ��	���� >	���? M′  ����	� V # � ��	����

����	�� M′′  −V #� C������	 ���"��	 � 	�����&� ���	 �� ��
��& ������� � 	�� �����������	

�� �	�����&� )����	 	��	� ������ �� ���� �� ��! �	���!� � � ��	� 	��	� � .	�	 �����	

���� �� 	�� ������ ��������	�

)����	 �������� � ������	����& �	��� t1 = τ � � ����
���� 	��(�� x1 = V τ � $����1

������ � �	��� M′3

x′
1 = γ(x1 − V t1) = 0 , t′1 = γ(t1 − V x1/c

2) = γτ(1 − V 2/c2) = τ/γ .

C�� � ����
���� �� 	������ ��������	� , � � ������� �� �������� ���&��	 τ/γ� ������

���"���3

x′′
1 = γ(x1 + V t1) = 2γV τ , t′′1 = γ(t1 + V x1/c

2) = γτ(1 + V 2/c2) .

$���� V ���� ���� 	�� ��� ���� ����	��� )����	 ������	� t2 = 2τ, x2 = 0� $���������� �"�3

t′′2 = γ(t2 + V x2/c
2) = 2γτ .

$��� �������� ���&��	 t′′2 − t′′1 = γτ(2−1−V 2/c2) = τ/γ� 0�&	��	������ �� ����! 	������!

�������� 2τ/γ + ���������� ������ -� 	����� ��	����	 �������	� N�� 
� �����������/

-�	 �������& �
���	� ����������� ������	����& �	���  �������(��& ���! ���"�!�

$���	���� �	� ����� �� ��	���������& �	��� M′� $��
���� �������� �� �����
�1

��	��� ��
��	� ���(� ��	���	��� ���"� 	������� � �����	 t′2 = γ(t2 − V x2/c
2) = 2γτ �

=	�� �������	� ���"� �� ��������  ������	����� �������� 2τ � ����� 	� 
� ������ ���1

�� �
� ��������� � �	��� M′′� 0�&	��	������  	���� ������ ����(������! �����
��!

�	�� ��� �����"� ������(� ���	 ��������� � γ ���� =	� �����	�� ����	�����  �����1

�	��� .	�! �	��  G�����

�����	����� ��	���	�����"� ������(� ��
�� ����	� 	��� $����� �� �	�����& 	���1

���	� �� �����	 �	 ����	������ �	� ������� � ��	� ������1�����3 t′′1 = γτ(1 + V 2/c2) 	���



@@ ����� �� ������ ���� ���!"�� ��

������ $�� ������� γ� 	� �	� V ≈ c� .	� ������� ������ -� ���! 
� ��	���	������� ���1

��� ��"� τ/γ + ����� ������ ��� �������	 �� ������	 ������(��� �� ��
�	 ���	���	�

.��������	 � ����	�� �������	��� �	��� M′′ � �����	� � �! �����	�� $���!���	 ��	���

������� � �����	 ���������

� �	��� M′′ � �����	 �������� t′′1 ��&��	� �������	���� ��� ��� ��!�����&� �����	��

���� �����"� ������(�� %�"���� '������ ������	� t′′1 = γ(t1 + V · 0/c2) �� �����	 �� .	�!

���! t���� = t′′1/γ = τ(1 + V 2/c2)� ����� 	�� 
�� �� �������� � �	��� M′ �������	����

��	���& ���� ���� �����"� ������(�� �����	 �� ��! t�� = t′1/γ = τ/γ2� D�������� ��������&

����! � 	�! 
� �����! ���� ��� �������� ��������	 ��1�� ��������������� ������������	�

� �	���	

t���� − t�� = τ(1 − V 2/c2 − (1 − V 2/c2)) = 2τV 2/c2 .

$�������	�����	� ������ ������� ����� ������� 2τ � ������"� �� �������� � ��������

2τ/γ� ���
�	�� �������	��� ��������	� � �	��� �������	� �� 7# ����"� ������� τ/γ2�

��������"� �� ������ ��	�� 5# 	���"� 
� ������� �� ����	��� ��	� � <# ����� ��������&

�����! ����� ��������"� ��� �������� � �����"� 2τV 2/c2� %������� .	� 	�� ���	�����	��

�������

2τ/γ2 + 2τV 2/c2 = 2τ(1 − V 2/c2 + V 2/c2) = 2τ .

%����� ��� 
������ ��
�� ������	� ��� ������	�	 �����"� �������� ��� ��������� ;����1

���� �� =&��	�&��� .��������	�� ���� 	�
�	�� �������� ����	� �� !�� ����� $����������

�	� ��� 	��������� .��������	� ��
�� �� ���� �������	� � ��� �������� ��	���� ������1

	��� �����	� � �������������	 ��� ������	�	��

%������ ������ 
� �� �������	 �� ����	 �� ����� � ������	����& �	���� =	�

��
�� ����	�� -� ��� ��	��	� �� ����� �� ���
�&��� ��� � �	��� M� ����������

�� ��������	�  �������	��� 	� ��� ���������	 �����
�	�� � γ ��� �����
� ��� ���

�������	�� ��1�� 	�"�� �	� ��� �������	� �� �����	� ��!�������������� -�������� ��

��	� 	��� t = γ(t′ + V x′/c2) = γt′� 	�� ��� � �������	� x′ = 0� ��"��� ��� �������	 ������

	�
 ����	� 2τ/γ� �� G���� ���&��	 ��� ��� 2τ �
��� 
� �������	� ����� ��	��	� �� �������
��"� ������(�� ����	 ������	�� ��1

���������� �"����� $�	� �� ��	� 	���  G���� ������	� �"���� ����� Δt� !�	� ��

��
��� ������� $����& �"��� ������� ��� t = 0� �	���& �����	 ��� ���������� �����	��

V t = c(t − Δt)� 	� �	� ��� t = Δt/(1 − V/c)� $��������� �� ������� t′� ������� '����1

�� t = γ(Δt′ + V x′/c2)� �	���� �����
�	�� ��
�� ������� �"����� �� ������� Δt′ = t/γ�

������	����� �����

Δt′ = Δt

√
1 + V/c

1 − V/c
> Δt .

=	� �����	�� ����
��	 ����	���	��& .''��	 0�������� -� ����	��� ��	� ���� ������	�

���� V 3 ��� ���
���� ���	���� �	������

Δt′ = Δt

√
1 − V/c

1 + V/c
< Δt .

$�.	���� ������� �	 �������
��"� ������(�� �������	 ����	 ����	� �"� ����� � ��� ���1

"������  �������� ����� ���������� ��� ����������	 .&��	�&������ ����������#� � ���

���
����� �������	� .���"����� � ��	���� ��	 ��� ������	� � ����	 ������ ��� �����&



��,� ������������� ����$��� @C

������( �� "����! 	����	� *�"�� ������	�� �	� ������	�� �"������ �����	�! �� ��	� 	����

����	 τ(1 − V/c)� � �� ��	� ����	�� �������	 �����	 τ(1 + V/c)F ��"� 2τ � 6������	�� ��

�������	 !�����& 	�������

=&��	�&������ ���������� ������� G����  	���� ������ �������	� ������	�� ���

��	��	� �� ��� �������
��"� ������(� + ��� x = 0 � ������	� ������������� 0�� .	�"� �

��
�� ������� �������	�� + �������	���&� ������� ��	�������! ����� �� O′� $����	��

���� ��������	�����	� ���� � M′� ��� �����"� 
�	��� ���������	 t = γ(t′ + V x′/c2) =
γ(t′ − V 2t′/c2) = t′/γ� 6������	�� .	� ������ ����	 ��	���� �� ����� � ���� ���� ����

�������	���& � ������� �! �����&�

��� ��� ��������� �	� ����
���� 	��� >�������	 ����	 ���(�� � ���"�& �	���

������������ � γ ���? ��������� ������� � �����	  	����� !�	� ��"�� ���	������	� ���

���	��	�� -� �������	� � (���� �������� ��	�������� ����� ���
����� � �� ����	� � ����1

��	 �� ���! �����&� C������	 
� ����	 ������������  � �� � γ � � �
√

(1 + V/c)/(1 − V/c)
���# ���(��� ��	���� �	 ��"� ������	�� � ������
������ ����	 ���	��������

$�������� ���������	� ��� ����	� �������� ������(�� ��� ��	������ ��� ��������	1

��� ��������� %����
∑

Δs =
∑√

c2Δt2 − Δx2� ���	�� ��
�� ����� ���	����� �� �����	

�	 �	��� �	��	�� � ������	����& �	��� ����� ��	� �������	� Δx2 = (V Δt)2� � ��������

c
∑√

Δt2(1 − V 2/c2) = c
∑

Δt/γ� � �	��� �������	� ���� ������� � ��������	� ����(�1

�����! ���		�����! �	��� Δx′ = 0� � 	� 
� �������� ������	� ��� c
∑√

Δt′2 = c
∑

Δt′�
%���� ������ �	� ������ ����� � �	��� �������	� ������� ��� � ������	����& �	����

� ������ � γ ���� $������� ��	����� + �����" ��	������ ���	���	 ��������3 �������

������(�� ��� �������� � 	�& 
� 	������ ��� 	�� �	� ������ ������ �����&� $������ �����

�������	� ������ >�������? ������&  � ����� �	� ��	����� ��� �����"� ������(� ����� ���1

��& ������& ����� c
∑

Δt ������� ��� ��	����� ����� ������& ��� �������	� c
∑

Δt/γ#�

0������� �	� ��� �	� 	�� � �� ����� �������� ������(��� � .	�� ��	 ����"� �����	���1

��"�� 0� �! ��� ����� �	 ������� ��������	 ���� �� .	��� ������ � ������& ��	���	����

�����0���� &� 4���'�!� ��� #�����* �!����� *

$�	� ����	� ��	�(� u �������  c� 	�"�� ������� 	���� �	��� �	��	�� � ��	���&

��	�(� ���	� �����	� ��� !�	� �� ���
�	� ������	���	��� %����	� 	���& ���	� ���	1

	�����& �	��� V ������ � u� �� � �	����� �	 u 	��"� ��	�����  ��� ����(������	�#�

� ���
���&� �	��� ��
�� ����	� ���
���� 	����� ��� �� ��	�(� ��&	���	 ���1

������� ��� F ′� 	� �� ����	� u′ = F ′t′/m� $���!���� � ������	����� �	���3

u =
V + u′

1 + u′V/c2
= (V + u′)(1 − u′V/c2) = V + u′(1 − V 2/c2) .

�	���� ��"����� + ��������� ������	����& ����	� Δu ��1�� ��&	��� ���� ��� ��� u′

�����	 �	 t′� ����������� ��� �����3

t = γ(t′ + V x′/c2) = γt′ ,

�������� x′ = F ′t′2/2m ����� D�� ��
�� ����	�� �	� t′ .	� ���������� ��	������ ������

$�������

Δu = (F ′t′/m)(1 − V 2/c2) = (F ′/m) · (1 − V 2/c2)3/2 · t .



@G ����� �� ������ ���� ���!"�� ��

����� t + .	�� ��	������ Δt� 	�� �	�

m
Δu

Δt
= F ′(1 − V 2/c2)3/2 ���

mΔu/Δt

(1 − V 2/c2)3/2
= F ′ .

������� �����������

d

dt

(
mu√

1 − u2/c2

)
= m

du

dt

1√
1 − u2/c2

+
mu2

c2

du

dt

1
(1 − u2/c2)3/2

= m
du

dt

1
(1 − u2/c2)3/2 .

���������� �	� �	��� ��������		������� $�� ������ ���� ��''����(��������

��
�� ��	�	� u = V � � ��������� ���
����

dp

dt
=

d

dt

mu√
1 − u2/c2

= F ′ .  4�7,#

%��� F ′� ��������� ��
�	 ��	� eE′ + .���	�������� ���������� �� ���� � ���		�����&

�	����

������ ��	� ��&	���	 ���������� ���� 	�� �	� ����	� �� �� z ����� w′ = F ′t′/m�

%������� >�������? �� �������	�3

z = F ′t′2/2m = (F ′/2m) · (1 − V 2/c2) · t2 .

;�������� ���������������� ����	�� ��������	� � γ2 ���� �� 
� ���� ��
�� �����	�

	��3
d

dt

mw√
1 − V 2/c2

= F ′√1 − V 2/c2 .

%����	� u + .	� ���	����� ���� iV � kw� ������� ���������������!� ��� �������	�

����� ����	� w� �� �������� u .	� ��
�	� �� �	���� ������� + �� 	������ $�'�"����

$�.	��� ���	� ��
�� ������	� V �� u3

d

dt

mw√
1 − u2/c2

= F ′√1 − u2/c2 .  4�77#

� ���������! ���
����  4�7,�4�77# � ����& ��	� ��� ������ ����������& 	��	 ����	���

�������� + ��	��		������ ��������	� �������� � �����& ��	� ���� �	� >�� 	�? ����

D� ������	����& �	��� ��
�� �����	� ����"�	�� � ���		������� �	��� ����	� F ′� �

 4�77# 	��	 F ′� ��� � �������� �� γ� C�� ����������	� ���/

$��������� ��� �������� ����	��� �������	��� ���	��� ��	���"� ���������������

����	� V � $� 	������ N��� ��	�� .���	������"� ���� ES ����� 4πQ � ����& �	���

�	��	�� $��������� ������� �� �����	�� S 	� 
� ����� �	��� �������� ��������������

���������"� ����3 E‖ = E′
‖�

0�� �������������� ���������& ��� ����� �������
��& �������	��� ���	��� ��	�1

��"� ����������� ����	�� � ���		�����& �	��� ��	�� E′S′� � � ������	����& ES� D�1��

�����(��� ��������� ���
����� ������� S′ ������ � γ ���� 	�� �	� E′
⊥ = E⊥/

√
1 − V 2/c2�

� ���		�����& �	��� �	� ��� ���� H �	 ��	���"� �������	���� -� ��� �� �����	 ��

��������� ��	�(�� ������ ������ �	� � ����! �����! � �����& ��	� ��������� ���
�1

��� 	��	 �����	� ��������	� eE� ��� ��� � ������	����& �	��� �	��	�� ������	�����

���	����� ��������� ���
���� ��"����	 	��3

dp

dt
= F , F = e

(
E +

[u × H ]
c

)
.



��,� ������������� ����$��� @F

=	� ��������� "���	� ��� ����! ����	�!� !�	� ��� �� ����	 >��	���!�����"�? �����

	�� ��� � ��"� �!���	 ������	������ �������� + ����� t� ���� �� ��������	 ��	���!���	���

���	�� 	���� ������� �������	�� =	� �	�������� ����������	� 	��� �	� 	��!������ ���

	�
� �� �	�����	 ��������	 ��	���!���	���� )� �� ����� '����������	� ��������� ���1


���� � ��	���!������� ��� ������������ ����� �� ����	�	��� �������� �� .	� �����	�

�������� ���	��


