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Исследовано влияние сил электрострикции на электрогидродинамические течения жидких диэлектриков и на 
их последующий пробой в сильных электрических полях. Рассмотрена анизотропная неустойчивость и распад бинар-
ных смесей жидкого диэлектрика и растворенного газа под действием первоначально однородного сильного электри-
ческого поля. Такой распад может происходить из-за действия электрострикционных сил, направленных перпендику-
лярно электрическому полю. В результате в жидкости возникают парогазовые каналы, направленные в среднем вдоль 
электрического поля. Для компьютерного моделирования этого явления использовался метод решеточных уравнений 
Больцмана. В неоднородном поле между двумя концентрическими цилиндрическими или сферическими электродами 
возникают сложные течения диэлектрика с электрострикционными волнами разрежения и сжатия. Получены анали-
тические формулы для распределений скорости и плотности жидкости для концентрических цилиндрических и сфе-
рических электродов. Рассчитанные распределения плотности и скорости жидкости хорошо согласуются с получен-
ными аналитическими решениями. Показано, что в неоднородных электрических полях тоже возможен анизотропный 
распад жидкого диэлектрика в области электрострикционных волн разрежения, а также в области, в которой возни-
кающие из-за шероховатости электродов волны разрежения могут интерферировать.  
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ВВЕДЕНИЕ  

Ранее существовавшие модели электрического пробоя жидких диэлектриков для наносе-
кундного диапазона времен не могли объяснить наблюдаемые в экспериментах явления, в ча-
стности: высокую скорость распространения кончиков стримерных структур (до 300 км/с), 
примерно цилиндрическую форму сегментов каналов стримеров и их ветвление. В данной ра-
боте исследованы электрострикционные механизмы зарождения электрогидродинамических 
течений и последующего пробоя жидких диэлектриков в сильных электрических полях. Впер-
вые соображения об электрострикционном механизме возникновения волн в жидкости, на-
блюдаемых непосредственно перед пробоем жидкого диэлектрика в сильных электрических 
полях, были высказаны в работе [1]. Первые расчеты течений жидких диэлектриков под дей-
ствием электрострикционных сил были выполнены в работах [2–7]. Позже эти вопросы рас-
сматривались в [8, 9]. В первоначально однородном диэлектрике электрострикция приводит к 
двум эффектам. Первый – это образование электрострикционных волн в неоднородном элек-
трическом поле [2, 3, 5, 7]. Второй – возникновение анизотропной неустойчивости, приводя-
щей к распаду жидкости на систему цилиндрических каналов газовой фазы, ориентированных 
вдоль электрического поля [4, 5, 10]. Второй эффект возможен даже в однородном электриче-
ском поле.  
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В общем случае на не содержащую свободных зарядов диэлектрическую жидкость в 
электрическом поле действует объемная сила, выражаемая формулой Гельмгольца [11] 
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Первое и второе слагаемые описывают действие электрического поля на поляризацион-
ные заряды в неоднородном диэлектрике и электрострикционные силы, соответственно.  

1. ДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОСТРИКЦИИ В ПЕРВОНАЧАЛЬНО ОДНОРОДНОМ  
ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

Пусть между двумя плоскими горизонтальными электродами приложено постоянное на-
пряжение. В этом случае отлична от нуля только вертикальная проекция электрического по-
ля zE . Рассмотрим рост малых одномерных возмущений плотности и скорости, соответст-
вующих расслоению вдоль электрического поля, в виде  

 0 0 exp( )exp( 2 / )A t i x       , 0 exp( )exp( 2 / )xu C t i x     (2) 

и для расслоения поперек электрического поля в виде  

 0 0 exp( )exp( 2 / )A t i z       , 0 exp( )exp( 2 / )zu C t i z    .  (3) 

Здесь   – длина волны возмущений, 0A , 0C  – начальные амплитуды возмущений,   – ин-
кремент неустойчивости, 0  – средняя плотность вещества.  

В случае возмущений (2) объемная сила (1), действующая на идеальный диэлектрик в от-
сутствие свободных зарядов, имеет вид [4]  
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где 0E  – величина однородного в этом случае электрического поля. Важно то, что при нели-
нейной зависимости диэлектрической проницаемости от плотности ( )   эти силы электро-
стрикции направлены в сторону увеличения плотности и разрывают диэлектрик перпендику-
лярно электрическому полю. Это справедливо при положительности второй производной, что 
выполняется практически всегда. 

Для возмущений (3) величина индукции электрического поля 0D  постоянна по про-
странству, поэтому аналогично получаем [4]  
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В обоих случаях инкремент неустойчивости определяется формулой  

 2
i

T

p K  
      

, ,i x z ,  (6) 

причем всегда z xK K . Поэтому для диэлектрика в однородном электрическом поле из усло-
вия 0   получаем уравнение спинодали  
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Для двумерных цилиндрических возмущений величина инкремента неустойчивости по-
лучается в 2  раз больше, чем (6) и не влияет на уравнение спинодали.  

Как показано в [4], такой вид сил может приводить к анизотропному распаду диэлектри-
ка на систему нитевидных паровых каналов в жидкости, приблизительно параллельных на-
правлению электрического поля. Этот распад происходит даже из устойчивых однофазных 
начальных состояний. Однако первые исследования были выполнены только для чистых ди-
электрических жидкостей. При этом анизотропный распад может реализовываться при элек-
трических полях порядка десятков МВ/см. Вместе с тем, в большинстве экспериментов по 
пробою электрические поля намного меньше (в диапазоне от нескольких десятых до несколь-
ких единиц МВ/см). Кроме того, первые варианты компьютерного моделирования были вы-
полнены только в двумерной постановке.  

Поэтому в данной работе было исследовано влияние растворенных газов и температуры 
на возникновение такого анизотропного распада, который возможно определяет импульсную 
электрическую прочность жидких диэлектриков в наносекундном диапазоне времен.  

В работе [10] проведено трехмерное моделирование такого анизотропного распада для 
бинарной смеси жидкий диэлектрик – растворенный газ в первоначально однородном элек-
трическом поле. Для трехмерного компьютерного моделирования эволюции такой бинарной 
смеси в сильных электрических полях с возникновением новых границ между жидкостью и 
газовой фазой был использован мезоскопический метод решеточных уравнений Больцмана 
(Lattice Boltzmann Equation, LBE) [12]. В последние годы этот метод адаптирован (в том числе 
и авторами данной работы) для двухфазных и многокомпонентных систем с границами разде-
ла фаз, которые могут возникать, исчезать и изменять топологию [13, 14]. Обоснованием ме-
тода LBE является тот факт, что во втором порядке разложения Чепмена – Энскога из уравне-
ний LBE получаются макроскопические уравнения гидродинамики, то есть уравнения нераз-
рывности и Навье – Стокса.  

Для жидкого диэлектрика использовалось уравнение состояния Ван-дер-Ваальса, которое 
в приведенных переменных ( кр/P P P , кр/     и кр/T T T ) имеет вид  
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Для растворенного газа использовалось газовое уравнение состояния P T   . 
Расчет потенциала электрического поля выполнялся с учетом изменения диэлектриче-

ской проницаемости бинарной среды во времени и в пространстве согласно уравнению  
 div( grad ) 0   .  (9) 

Для расчетной области в форме параллелепипеда размерами , ,x y zL L L  использовались 

периодические граничные условия по x  и по y : (0, , ) ( , , )xy z L y z    и ( ,0, ) ( , , )yx z x L z   . 

Значения потенциала на других гранях расчетной области задавались в виде ( , ,0)x y V   и 
( , , ) 0zx y L  . При этом электрическое поле первоначально является однородным 

0 /z zE E V L  . На каждом шаге по времени уравнение (9) решалось методом простых ите-
раций. Начальные значения потенциала брались с предыдущего шага по времени, что является 
хорошим приближением, так как плотность  , а следовательно, и   слабо меняются за один 
шаг по времени. Использовалась нелинейная зависимость диэлектрической проницаемости 
диэлектрика от плотности, характерная для неполярных жидких диэлектриков:  

 3( ) 1
1


   


. (10) 

Затем вычислялось электрическое поле по формуле grad  E . 
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На рис. 1 показаны результаты трехмерного моделирования распада первоначально од-
нородной бинарной смеси «жидкий диэлектрик – растворенный газ» на компоненты под дей-
ствием сильного электрического поля. Начальное состояние флюида соответствовало жидкому 
состоянию на кривой насыщения при данной температуре. Начальная концентрация раство-
ренного газа составляла 0.02q  . При любом локальном понижении плотности из-за случай-
ных возмущений давление в этом месте еще более уменьшалось из-за электрострикционных 
сил. Поэтому растворимость газа в жидкости в этой локальной области тоже уменьшалась. 
Процесс выделения газа приводил к дальнейшему увеличению градиента плотности. Таким 
образом, процесс выделения газа в форме парогазовых каналов, в среднем ориентированных 
вдоль электрического поля, носил взрывной характер. Процесс распада определяется безраз-
мерной величиной квадрата электрического поля 2

0 cr/ (8 )A E P   [4] и приведенной темпера-

турой T .  
 

 
Рис. 1. Распад бинарной смеси в трехмерном электрическом поле:  
а – показан жидкий диэлектрик; б – отдельно показаны парогазовые  
каналы. 0.9T  , 0 1.66  , 30A  . Параметр взаимодействия компо- 
                   нент 0.02B    [10]. 6000t  . Сетка 160×160×256 

Важно то, что новые области фазы низкой плотности возникают в виде тонких квазици-
линдрических каналов, ориентированных вдоль электрического поля. Парогазовые каналы 
расширяются как за счет диффузии растворенного газа из жидкости и испарения жидкого ве-
щества внутрь каналов, так и за счет коалесценции каналов друг с другом. Из эксперименталь-
ных работ по пробою жидких диэлектриков хорошо известно, что чем больше электрическое 
поле, тем больше каналов стримеров образуются в том же объеме диэлектрика. В наших рас-
четах этот эффект тоже моделируется. На первой стадии парогазовые каналы имеют форму 
близкую к цилиндрической.  

На рис. 2 показаны зависимости критических значений безразмерного квадрата электри-
ческого поля, которое необходимо для анизотропного распада бинарной смеси жидкого ди-
электрика с растворенным газом на компоненты, от начальной концентрации растворенного 
газа q  при разных температурах. Начальные состояния бинарной смеси при каждой темпера-

туре соответствуют состоянию жидкости на кривой насыщения: 0 2.14   при 0.7T  , 

0 1.93   при 0.8T   и 0 1.66   при 0.9T  . Увеличение начальной концентрации раство-
ренного газа значительно уменьшает критические значения однородного электрического поля, 
при которых возможен анизотропный механизм зарождения и роста стримерных каналов. Бо-
лее того, чем ближе состояние бинарной смеси к критической точке, тем меньшие значения 
электрического поля необходимы для разделения смеси на компоненты.  
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Рис. 2. Зависимость безразмерной величины квад-
рата критического электрического поля от на-
чальной концентрации растворенного газа q. На-
чальные состояния бинарной смеси при каждой 
температуре соответствуют жидким состояниям  
              на кривой насыщения. 0.02B    

Таким образом, критические значения электрических полей, при которых возможен ани-
зотропный распад такой бинарной смеси, значительно уменьшаются по сравнению с чистыми 
жидкими диэлектриками. Поэтому при учете влияния растворенных газов электрические поля, 
при которых возможен такой механизм развития и роста каналов стримеров в жидких диэлек-
триках, значительно ниже.  

2. ДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОСТРИКЦИИ В НЕОДНОРОДНОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

Рассмотрим действие электрострикции в первоначально однородной жидкости между 
двумя концентрическими цилиндрическими или сферическими электродами. Пусть R  и 2R  – 
радиусы внутреннего и внешнего электродов. После подачи напряжения возникает объемная 
сила в направлении увеличения поля. Жидкость начинает двигаться по направлению к внут-
реннему электроду. При этом вблизи внутреннего электрода возникает область увеличенной 
плотности в волне торможения, а у внешнего электрода – область разрежения [2,3]. В случае, 
когда значение индукции электрического поля на внутреннем электроде постоянно во времени 
и равно 0D , электрическое поле E  изменяется с радиусом для цилиндрических электродов по 
формуле (11.a), а для сферических – (11.b).  

 0 / ( )E D R r  ,  (11.a) 

 2 2
0 / ( )E D R r  .  (11.b) 

Для расчета течения жидкого диэлектрика под действием электрострикционных сил [5,7] 
использовался метод возмущений,  

 0     , 0u u u   . (12) 

Будем считать, что в области 0 2 0R c t r R c t     влияния электродов на течение жидко-
сти нет ( 0c  – скорость звука). В первом приближении здесь плотность жидкости постоянна 

0   , а скорость 0 0u u  .  
Так как при постоянной плотности диэлектрическая проницаемость тоже постоянна, то 

из (1) получаем, что объемная сила  
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.  (13) 
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Таким образом, для цилиндрической и сферической геометрии радиальные объемные си-
лы направлены к внутреннему электроду и имеют вид (14.a) для цилиндрических электродов и 
(14.b) для сферических электродов: 
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В общем случае одномерное уравнение импульса для невязкой жидкости (уравнение Эй-
лера) имеет вид  

 u u pu F
t r r

          
. (15) 

В первом приближении плотность постоянна, поэтому давление не зависит от координаты, и 
градиент давления равен нулю. Во втором приближении ( 0   , u u  ) уравнение импульса 

записывается в виде 0
( )u F

t
 

 


. Так как сила не зависит явно от времени, это уравнение 

можно по времени проинтегрировать: 

 0 u Ft   .  (16) 

Отсюда, учитывая (11) и (13), получаем выражения для скорости (17.a) в случае цилиндриче-
ских электродов и (17.b) для сферических электродов [5, 7]: 
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Теперь можно найти поправку к плотности  . Для этого рассмотрим уравнение нераз-
рывности для одномерных течений жидкости  

 ( 1) 0u D u
t r r

   
  

 
.  (18) 

В этом уравнении 1, 2, 3D   означают плоский, цилиндрический и сферический случаи соот-
ветственно. Отсюда с учетом (12) и (16) получаем 

 ( ) ( 1)F D F t
t r r

         
.  (19) 

Интегрируя еще раз по времени и подставляя сюда формулы для силы (14), окончательно 
получаем уравнения для плотности в виде (20. a) в случае цилиндрических электродов и (20. b) 
для сферических электродов [5, 7]: 
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Полученные приближенные решения справедливы для малых времен, пока 0/ 1   , 

т. е. при условии 2
0/ ( ) / 1Ft r ut r   . 

Похожие результаты для распределения плотности получены в [2, 3] в приближении ли-
нейной акустики и гораздо более сложным методом с использованием преобразования Лап-
ласа.  

На рис. 3 приведены графики скорости, полученные методом LBE при расчете одномер-
ного течения, соответствующего (17.a), в электрическом поле между коаксиальными цилинд-
рическими электродами [5]. Величина электрического поля на поверхности внутреннего элек-
трода соответствовала значению параметра 208A  . Граничные условия для плотности и ско-
рости при 2r R  задавались в виде условий непрерывности течения вдоль радиуса.  

 

  
Рис. 3. Распределения плотности и скорости в окрестности внутреннего электрода 

2R r R   (а) t  50 и (б) t  200, / 200h R . Кривые 1 – расчет методом LBE. Кривые 2 – 
теория (17.a). (в) – течение между цилиндрическими электродами, вызванное электрострик-
цией. Белый цвет – жидкость, сжатая в волне электрострикции. t  173. Сетка 600×600,  
                                                  / 300h R . 0.9T  , 0 1.66   

На начальной стадии, пока плотность в области вне влияния центрального электрода не 
сильно отличается от первоначальной, результаты расчетов хорошо совпадают с полученным 
аналитическим решением (17.a). Область влияния внутреннего электрода (рис. 3), которую 
можно оценить как  

 0 min
0

( )
t

R R c u dt    ,  (21) 

заметно меньше, чем величина 0R c t , приведенная в [2, 3] для волн электрострикции в аку-
стическом приближении. Более того, по истечении некоторого времени волна сжатия, возни-
кающая из-за торможения потока на внутреннем электроде, опрокидывается в ударную волну 
(рис. 3, б). Ударная волна распространяется от электрода против набегающего потока, ско-
рость которого непосредственно перед фронтом ударной волны направлена к внутреннему 
электроду (рис. 3, б) и пропорциональна 3

min УВ/u t r  (17.a), где УВr  – координата фронта 
ударной волны. На рис. 3, в приведены результаты моделирования электрогидродинамическо-
го течения жидкого диэлектрика между двумя коаксиальными цилиндрическими электродами. 
Четко видна волна сжатия, вызванная электрострикцией и распространяющаяся вдоль радиуса 
от внутреннего электрода.  
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3. НЕУСТОЙЧИВОСТИ, СВЯЗАННЫЕ С ВОЛНАМИ ЭЛЕКТРОСТРИКЦИИ 

Кроме описанного течения, в области перед волной уплотнения r R  могут реализо-
ваться условия для описанной выше анизотропной неустойчивости. Плотность вещества, со-
ответствующая локальным спинодалям при наличии электрического поля, sp  зависит от ко-
ординаты r , так как электрическое поле уменьшается с увеличением радиуса (11). По мере 
понижения плотности вещества со временем согласно (20) правая граница области, где со-
стояния вещества находятся под смещенной спинодалью ( ( )sp r   ), расширяется по коор-
динате r  (рис. 3, б). В этой области возможна анизотропная неустойчивость.  

Однако аналитически рассчитать развитие неустойчиво-
сти в неоднородном и нестационарном поле сложно. Поэтому 
для компьютерного моделирования двухмерного течения жид-
кого диэлектрика, возникающего после включения электриче-
ского поля, использовался метод LBE.  

Результаты численного моделирования представлены на 
рис. 4. От внутреннего электрода распространяется волна сжа-
тия (волна электрострикции), а в области перед фронтом волны 
сжатия плотность понижается из-за неоднородного поля ско-
ростей (рис. 3), и там развивается анизотропная неустойчи-
вость [4, 7].  

Рассчитывалось также двумерное аксиально-сим-
метричное течение в плоскости x – r  вблизи элемента поверх-
ности цилиндрического электрода в слое 1.25R r R   
(рис. 5). Граничные условия для плотности и скорости при 

1.25r R  задавались в виде условий непрерывности течения 
вдоль радиуса. При этом подразумевалось, что внешний элек-
трод находится достаточно далеко и не влияет на течение в 
расчетной области, т. е. волна возмущения от него не достигла 
расчетной области.  

Для нахождения потенциала электрического поля на каждом шаге по времени решалось 
уравнение Лапласа в цилиндрических координатах  

 1 0r
r r r x x
                  

 (22) 

с учетом зависимости диэлектрической проницаемости от плот-
ности. Координата x  отсчитывается вдоль внутреннего электро-
да. Граничные условия для потенциала при r R  и 1.25r R  
задавались величиной поданного напряжения так, что величина 
электрического поля на поверхности внутреннего электрода со-
ответствовала значению параметра 126A  . По оси x  гранич-
ные условия были периодическими. Параметры жидкого диэлек-
трика соответствали аргону [4].  

На рис. 6 показаны результаты моделирования [5]. От по-
верхности внутреннего электрода распространяется волна сжа-
тия (волна электрострикции), а в области перед волной плот-
ность понижается со временем из-за неоднородного поля скоро-
стей (рис. 3), и в этой области развивается анизотропная неус-
тойчивость. С целью ускорения развития неустойчивости, чтобы 
она успела развиться до прихода волны сжатия, в этих вариантах расчета величина случайных 
начальных флуктуаций плотности в узлах решетки задавалась порядка 2

0/ ~ 10  .  
 

 
Рис. 4. Волны электрострик-
ции между цилиндрическими 
электродами (a, b): 600A  . 
Светлым показано более 
плотное вещество, темным 
показана меньшая плотность  
                     (пар) 

 

 
Рис. 5. Геометрия расчет-
ной области в случае бес-
конечно длинных цилинд-
рических электродов. Сет- 
              ка 150×150 
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Рис. 6. Волна электрострикции и анизотропная неустойчивость вблизи элемента по-
верхности цилиндрического электрода. Время в тех же единицах, что и на рис. 3, равно 
t  80 (а), 90 (б), 103 (в). Темным показана меньшая плотность (пар). Сетка 150×150,  
          / 600h R . Начальное состояние жидкого диэлектрика 0 1.66  , 0.9T   

Кроме того, у поверхности электродов происходит обра-
зование неоднородностей плотности диэлектрика из-за влияния 
«шероховатости» электродов. Возле выступов электрическое 
поле больше, поэтому диэлектрик втягивается в эти области, и 
от них распространяются волны разрежения. Если расстояние 
между выступами достаточно мало, волны разрежения встре-
чаются примерно посредине, и в этом месте из-за их интерфе-
ренции образуется область пониженной плотности.  

Нагляднее данный эффект показан на рис. 7 для плоских 
электродов с двумя выступами на одном из них. Интересно, что 
величина E  , определяющая согласно закону Пашена вероят-
ность пробоя, принимает максимальные значения не возле 
вершины острия, где электрическое поле максимально, а в зоне 
пониженной плотности между близко расположенными микро-
остриями на поверхности электродов. В этом месте величина 
E   возрастает более, чем в 11 раз по сравнению с начальным 
значением. Такой эффект может служить новым механизмом 
зарождения пробоя на шероховатых поверхностях.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Исследовано влияние сил электрострикции на электрогидродинамические течения жид-
ких диэлектриков и на их последующий пробой в сильных электрических полях. Рассмотрено 
действие электрострикции в первоначально однородном электрическом поле. Теоретически и 
в расчетах продемонстрировано возникновение анизотропного распада жидкого диэлектрика с 
растворенным газом на систему парогазовых каналов в жидкости. Критические значения элек-
трических полей, при которых возможен анизотропный распад такой бинарной смеси, значи-
тельно уменьшаются по сравнению с чистыми жидкими диэлектриками.  

Проведены расчеты электрогидродинамических течений под действием неоднородного 
поля с возникновением волн электрострикции, в том числе и ударных. Показано, что в волне 
разрежения тоже может возникать анизотропный распад в сильных электрических полях. 
Кроме того, у поверхности электродов происходит образование неоднородностей плотности 
диэлектрика из-за влияния «шероховатости» электродов. При интерференции волн разрежения 
образуются области пониженной плотности, в которых возможно зарождение пробоя. 

Показано, что в жидких диэлектриках при сильных электрических полях необходимо 
принимать во внимание влияние сил электрострикции.  

 
Рис. 7. Распределение вели-
чины E  , определяющей 
согласно закону Пашена ве-
роятность пробоя. Темным 
показаны зародыши с вы-
сокой вероятностью про- 
              боя. 30A   
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A.L. Kupershtokh, D.A. Medvedev  
Electrostriction mechanisms of inception of electrical breakdown in dielectric liquids under the action of strong 
electric fields  

We investigated the influence of electrostriction forces on electrohydrodynamic flows in dielectric liquids and on 
the electric breakdown of liquids in strong electric fields. The anisotropic instability and decay of binary mixture of di-
electric liquids with a dissolved gas under the action of an initially uniform strong electric field were studied. This de-
cay can occur due to the electrostriction forces. As a result, the gas-vapor channels in a liquid oriented along the electric 
field were generated. We used the lattice Boltzmann method for computer simulations of electrohydrodynamic flows. 
The electrostrictive compression and rarefaction waves are generated in a nonuniform electric field between two con-
centric cylindrical or spherical electrodes. The analytical solutions were obtained for cylindrical and spherical elec-
trodes. The density and velocity distributions obtained in the computer simulations agree well with the analytical solu-
tion. In nonuniform electric fields, the anisotropic decay is also possible in the region of the rarefaction wave and also 
in the region in which rarefaction waves arising due to a roughness of the electrodes can interfere.  

 

Key words: breakdown of dielectric liquids, strong electric fields, electrostriction, electrohydrodynamic flows, 
binary mixtures, gas-vapor channels, lattice Boltzmann equation, computer simulations. 


